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Resumo

Estas notas, auto-consistentes, foram feitas para auxiliar o aluno (vocé mesmo) no estudo
das seguintes funcoes especiais: Gamma, Beta, Hipergeométrica, Hipergeométrica Con-
fluente, os Polinomios de Hermite, de Legendre, de Laguerre e Laguerre Associados, as
Funcgoes de Legendre Associadas e Fungoes de Bessel. Nos enfatizamos propriedades que
serao Uteis em varios cursos - condi¢oes para as hipergeométricas se tornarem polindmios
e expansoes assintoticas das hipergeométricas. Também sao oferecidos varios exercicios,
todos com aplicagoes em fisica, com o objetivo de estimular o aluno a se interessar mais
pelo assunto. Temos cinco apéndices que complementam o texto. No primeiro ha uma
pequena introdugao sobre a Transformada de Fourier (essencial na Mec. Quéntica) e a
“funcao” Delta de Dirac; no segundo as possiveis singularidades de uma Equagao Dife-
rencial Ordinaria (EDO) sao analisadas; o terceiro ¢ dedicado a obtenc¢do da segunda
solugao independente duma EDO de segunda ordem quando ja conhecemos uma solugao;
no quarto tratamos do problema de Sturm-Liouville; o quinto apéndice ¢ dedicado ao
estudo de integrais gaussianas e na aproximacao de ponto de sela.

Todo o contetido das notas pode ser encontrado nas referéncias bibliogréficas, nao ha nada
de novo aqui. O diferencial esta nos céalculos detalhados e na ordem de exposicao. Os
livros, em geral, discutem as fungoes hipergeométrica e hipergeométrica confluente apos
o estudo das funcoes especiais usuais. Nos fazemos exatamente o oposto, comecamos com
as hipergeométricas, para depois introduzir as outras fungoes especiais que no fundo sao
casos particulares das duas.

Na “segunda edicdo” vérios erros de digitacdo foram corrigidodl] Algumas melhorias fo-
ram feitas na parte da fungao Gamma, acrescentamos os capitulos sobre polindémios de
Laguerre, funcoes de Bessel e o apéndice sobre integrais gaussianas. Na “terceira edigao”,
os textos sobre continuagao analitica da fungao Gamma e assintéticos da hipergeométrica
foram refeitos, o apéndice sobre singularidades regulares e essenciais foi incluido junto
com uma aplicagao no texto (tltima se¢ao do capitulo 2). Na atual “quarta edigao”, adici-
onamos as segundas solugoes da hipergeométrica e hipergeométrica confluente para ¢ € Z
e parte do texto foi reestruturado. Agradecemos se o leitor enviar sugestoes, criticas ou
relatar erros para ulysses.silva@ufes.br.

1Os autores agradecem & aluna do PPGFis Amanda Ziviani de Oliveira pela ajuda voluntéria.
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Capitulo 1

Funcoes Gamma e Beta

1.1 Funcao Gamma

A func¢ao Gamma pode ser definida como a integral abaixo:
['(z) = /000 e 't 5 Re(z) > 0, (1.1)
sua propriedade mais importante é:
['(1+42) = 2I(2). (1.2)
Para provar, basta integrar a eq. por partes

t=00

[(1+42)=—e

+ z/ e 't = 2I'(2).
0

t=0

Repare que I'(1) = 1, entao para z = n € N, temos de ([1.2)) que: T'(1 + n) = n!. Ou seja,

['(z) é uma generalizagao natural do fatorial. Outra quantidade importante é I"(1/2)

['(1/2) =/ e thd 2/ e du = /x,
0 0



— T(3/2) =
20

I'(1/2) = ¥=; I(5/2) = ir/2) = %E; ... onde novamente usamos a eq.

1
2 2

Quando o argumento z (assumido real) é muito maior que a unidade, a fungdo Gamma

pode ser aproximada por
D(2) = V2r(z — 1) Y2 G0 21, (1.3)

chamada de formula de Stirling, cuja demonstragao encontra-se no apéndice [E| (eq. (E.11)).

A eq. (L.1) esté definida na regidgo Re(z) > 0, porém com uma continuac¢ao analitica,
pode-se definir a fungao I'(z) em todo plano complexo, exceto nos seus pontos singulares

(que iremos descobrir).

Mas antes de prosseguir, vamos responder a pergunta que esta na sua cabega (ou nao): o
que é uma extensao (ou continuacao) analitica?

A ideia é utilizar a propria definigdo ((1.1) em conjunto com a propriedade para
estender o dominio de validade da fun¢gdo Gamma para além de Re(z) > 0. Por exemplo,

a eq. (1.2) pode ser reescrita como
I(z) = ——~ (1.4)

De acordo com a defini¢ao (L.1]), o lado direito é bem definido V Re(z) > —1 e z # 0.
Portanto a igualdade serve como uma definigao da fungao I'(z) (lado esquerdo) que estende
sua validade V Re(z) > —1 e z # 0, esse ¢ um exemplo de continuagao analitica. Um
comentério importante é que tomando z = € < 1 fica claro que I'(z) possui polo simples

em z = (, pois

O mesmo raciocinio pode ser utilizado para o dominio da func¢ao I'(z) ser estendido ainda,

'Uma formula geral para I'(n +1/2), n = 0,1,2, ..., serd derivada, ver eq. (1.20).



mais. Utilizando duas vezes
F24+2)=104+2)I1+2) = (1+2)I(2),
ou ainda
I(z) = M (1.5)

O lado direito esta definido (de acordo com (1.1))) V z, Re(z) > —2 e z # 0, —1. Consegui-
mos uma extensao analitica ainda maior para I'(z). Além do polo em z = 0 percebemos
que a fungao possui um outro polo simples em z = —1, ja que

['(1+e) r'(1)

1
M(—l4e)= 9 o 202 1.
(=1+¢) (—1+e€)e € €’ el <

O processo pode ser repetido indefinidamente, basta utilizar n + 1 vezes ((1.2)

r 1
M) =——etnt (1.6
2(z+1)(z+2)...(2+n)
o novo dominio de I'(z) é Re(z) > —n — 1, com z # 0,—1,—2,...,—n, onde a fungao

possui polos simples. Ao tomar o limite n — oo temos a extensao analitica de I'(z) para
todo plano complexo. Com isso descobrimos que I'(z) é uma fungao meromorfica, definida
em todo plano complexo exceto nos polos simples localizados em z = 0,—1 — 2, -3, .. ..
Uma forma de tomar o limite (que resulta numa expressao elegante) sem relacionar uma

funcao Gamma com outra é através do seguinte processo: comecemos reescrevendo a eq.

(1)

n

: A
['(z) = lim i (1— —) t*~tdt,

n—00 n



jé qud?]

1
I'(z) = lim n‘z/ (1 —u)"u*du
0

n(n—1)(n—-2)...1

1
= i z 1— n—mn z+n—1d
oo | z(z+1)(z—|—2)...(z+n—1)\/0( w)" “
-
logo
|
[(z) = lim i n?, (1.7)

n—oo z(z+ 1)(z+2)...(2+n)

que ¢é equivalente ao resultado (1.6)) no limite n — co. Essa é uma forma explicita de
escrever ['(z) em todo plano complexo, exceto nos pontos z = 0, —1, =2, ..., onde a fungao
possui polos simples. A eq. (1.7)) pode ser encarada como a defini¢ado mais geral (i.e. com a

maior extensdo analitica possivel) da fungdo I'(z), seu problema ¢ ser de dificil manuseid?]

1.2 Funcao Beta

A funcao Beta é definida como a seguinte combinagao de fun¢gdes Gammas:

[(a)L(b)
I'(a+0b)

20 famoso limite fundamental que pode ser facilmente verificado via expansdo binomial
3uma propriedade que nao é dificil provar com essa formula é: T'(1 + z) = 2I'(z). Prove!

B(a,b) =




Através da eq. (|1.1), vamos derivar uma representagao integral para a fungao Beta.

[(a)T(b) = (/000 e_wx“_ldx> (/000 e_yyb_ldy> ; Re(a),Re(b) >0

com a troca: x = u?; y = v?

= T(a)T() = 4 / du / e 1) 21,21
0 0

u=rcosf ev=rsinb

:4< / e et gy )( / 2(0050)2“‘1(51119)%‘1(16’)
0 0

& J/
-~

1[50 emttatb=1dt=1T(a+b)

Levando a representacao integral de B(a,b):

s

Bla,b) = 2 / * (cos0)2 (sin 0)2-1d6 = Re(a), Re(b) > 0 (1.9)

Formas Alternativas:

t = (cos)? em ([1.9)
1
B(a,b) = / N1 — ) dt (1.10)
0
t = 22 em ((1.10))
1
B(a,b) = 2/ 2271 — 2*) (1.11)
0

t = 1, em (1.10)

B(a,b) = /000 (ua—_ldu (1.12)

1+ u)ath



1.3 Relacao entre a funcao Gamma e funcgoes trigono-

métricas
B(a,1—a) = F<a)£((i)_ @) _ /000 (fiwdu ; 0 < Re(a) < 1, (1.13)
—~—

onde usamos a eq. (|1.12))

Resolugdo da integral: [~ %dm ; 0 < Re(a) < 1.

Considere a fungao f(z) = zl(:; 1 2€Cy z=a+1y.
A fungao f(z) possui um polo simples em z = —1 e uma ramificacdo em z = 0. Iremos

calcular a integral:

= f[i; f(2)dz,

onde o contorno C' é dado pela figura (|1.1))

Imz

C,

Rez

Figura 1.1: Contorno C'

R _a—1 a—1 € 627Ti$ a-1 a—1
I = / v da:+/ i +/—( Q)M. dx+/ LA
e 1+x oltz Jpl+e™ o, 1+2

=1
= 2mietma1),
z=—1

= 2miRes(f(2))




G
a—1
/ - dz ; z = ee'
011+Z
27 ez’a@
:ea/ i —df) ~ > — 0 (e = 0).
o 1+ ee?
&

No limite e - 0e R — o©

. . o0 ga-l
27_‘_7;617r(a—1) _ (1 . 627”(04—1))/ dﬂf,
0

> ol 271 T ™
/0 Ttz (emila—1) — g=mila=1)) sinT(a— 1)  sinma (1.14)

Substituindo ((1.14]) em (1.13]) temos a relacao desejada:

D(2)0(1 - z) = (1.15)

A eq. (|1.15) foi derivada apenas para o intervalo 0 < Re(z) < 1, porém a fungao I'(1 —

™

2)['(z) é analitica em todo plano complexo (fora os polos em z € Z). A fungao )

também é analitica nessa regiao. Como as fungdes coincidem na regiao 0 < Re(z) < 1,
podemos concluir que elas coincidem na regiao comum de analiticidade. Portanto, a

formula (1.15) vale para todd| = ¢ Z.

Ela também pode ser escrita da seguinte forma:

[()D(~2) = —— (1.16)

zsinTz

4A restricao aparente ocorre devido ao fato da eq. ter sido derivada através da representacdo integral
de T' (eq. (1.1)). Se a derivassemos, por exemplo, via eq. (1.7) (o que é possivel, mas muito mais
trabalhoso), ela estaria definida V z ¢ Z



No caso de z ser um imaginario puro, i.e. z — iz, com x € R, temos uma outra importante

relagao:

[(iz)(—iz) = [D(iz)]? = ———— (1.17)

rsinhmz

Uma importante aplicacao da relacao entre o produto de fungoes Gamma e o seno é a
determinagao da forma exata do residuo de I'(z) no polo simples z = —m (fator que
multiplica o termo divergente de I'(—m +¢€), m = 0,1,..., ¢ — 0). Para isso, faga

z=1—(m—¢€),comm=0,1,...e e < 1em (L.15)

n( +e) s 1 T 1
—m+e) = =
sin(m+7(m—¢))T(1+m—¢) —lsinm(m—e)T(1+m—e¢)
7 1 (—1)™1
= ~ -(1 1 1.18
(—1)msinme (1 +m —¢) m! e( Tel+m), (1.18)
onde ¢ (z) = F(lz) dl:l(zz), a funcao Digamma - ver exercicio 4.

1.4 Férmula de duplicacao de Legendre

Para encerrarmos o capitulo iremos derivar uma ultima relagao. Tenha

B( 1 1>:F(z+%)2

eq.
gt T2z +1)

1 1/2
5 5 / #V2(1 — £) 2 — 2/ £#12(1 — )12,
0 0

porque o integrando ¢ par em relacao ao ponto t = % Com a troca 2t = 1+ /x

1
— 2—2z / x—l/2(1 - x)z—l/? ’
0

J/

B 19 . 41/9)= VELCH1/2)

T'(z+1)

entao

VD (22 +1) = 22T (z + DI(2 + 1/2), (1.19)



que é a formula de duplicagao de Legendre. No caso particular de z =n € N,

T(n+1/2) = CORVS (1.20)

22np)|

1.5 FExercicios Propostos

(1) Angulo sélido e volume de uma “bola” em d dimensdes:

O elemento de volume d-dimensional em coordenadas esféricas é dado por: d?x = dQ¢r¢tdr,
onde d2?! = angulo sélido.
Prove que:

27Td/2

(a) [gar Q1 = tig/y onde Sa-1 ¢ a esfera em (d — 1)-dimensoes.

(b) O volume da “bola” d-dimensional de raio R é: V(B%) = szT(“—;Z)Rd.

Dica: use a igualdade:

d
(\/})d = (/ e_Ide> = (/ B_E%de) (/ e‘midxd> = /d e Xim1 7l gdy
—00 —00 —00 R

1
['(z2) ~ Pt O(z), (1.21)
onde

~ 0.5772, (1.22)

¢ a famosa constante de Euler. Dica: utilize as egs. e e expanda T'(1 + 2)
em Taylor ao redor de z = 0. A eq. (1.21) é muito importante para o processo de
renormalizacao dimensional em teorias quanticas dos campos.

(3) Calcule a integral:

/ (sin6)**'dh, n € N
0
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22n+1 n! 2
(n!) )

(Resposta: TSV

Dica: Identifique a integral como uma fun¢io Beta e use a eq. .

(4) Fungao Digamma e mais sobre a constante de Euler:

A fungao Digamma é definida como a derivada logaritmica de I'(z), i.e.

w(z) = dii InT(2). (1.23)

Usando a identidade I'(1 + z) = zI'(z) em conjunto com a eq. (1.7)), demonstre que

1/1(1+Z):—nli_>n010<2%—1nn)—i—zl(zil). (1.24)

m=1 =1

Obs.: (1) = ﬁd%l“(l + 2)

= —v pela eq. (1.22), logo tomando z = 0 no resultado

z=0

acima chegamos numa outra forma de escrever a constante de Euler:
1
= li ——1 . 1.2
" nzf;o<21m ”) (125
m=

A eq. (1.25) é util para encontrarmos valores aproximados de v de forma bem simples
(usando uma calculadora), basta fixar um valor finito para n (quanto maior o valor es-
colhido, melhor sera a aproximigéo)ﬂ Com (|1.25]), a representagao em série da funcao

Digamma fica

P(1+ 2) :—7+Zﬁ. (1.26)

Repare que assim como a funcao Gamma, a Digamma possui polos simples quando o

argumento ¢ 0, —1,—2,. ... O fator multiplicativo (residuo) pode ser determinado fazendo
z+1=—m+em=0,1,... em (1.26) (no fim toma-se ¢ — 0)
P(—m+e) = — —l—i Em =1+
IR AT ey

Spor exemplo, v,—100 = 0.582207. O erro relativo é de 0.865%.



cuja soma ¢ dominada pelo termo [ = m + 1 (onde esta o polo)

1+ (m—e) 1
Vimto~—y— = ¥,

(5) Definigao alternativa para a fun¢do Gamma:

Comegando da eq. (1.7) e com a ajuda de ((1.25), mostre que

~+0().

11

(1.27)

(1.28)

onde 7 é dado pela eq. ((1.25)). A definigao da fungao I" como ((1.28)) é chamada de definigao

de Weierstrass.
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Capitulo 2

Funcoes Hipergeométrica e

Hipergeométrica Confluente

2.1 Funcao Hipergeométrica

2.1.1 Equagao diferencial e solugao via série de poténcias

Tenha a seguinte equagao diferencial ordinaria (EDO) de segunda ordemE]:

diiyz(;) tle—(a+b+ 1)Z]dy_(z) —aby(z) = 0. (2.1)

2(1—z) e

Ela é invariante sob a permutacao a <+ b e possui singularidades regulares nos pontos

z=0,z=1ez= ooE]. Vamos procurar uma solugao via série de poténcias (Frobenius)

y(2) = ga2"F i kER S g £0.
n=0

'No capitulo [2, o argumento z serd considerado como real ou um imaginario puro. Os coeficientes a,
b e ¢ sao nimeros complexos.

2Uma ampla discussao sobre singularidades em EDO’s pode ser encontrada no apéndice |Bl A leitura
desse apéndice é basicamente um pré-requisito para o estudo do capitulo.
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O raio de convergéncia da série ¢ |z| < 1 para Re(c —a —b) > 0 (a ser justificado)

o0

Y = (b,
Y2 = (k=)

Substituindo em (2.1)) e agrupando termo a termo:

k(k—1+c)goz" + Z [(k +n+1)(k+n+c)gp1 — [(k+n)(k+n+a+b)+ ab]gnzn+k] =0,
n=0

como go # 0= k(k+c—1)=0ou

0
k= (2.2)
1—c
Caso k = 0:
Temos a relacao de recorréncia:
(n+a)(n+0b)
il = ny c£0,—1,—-2,..., 2.3

escolhendo gp =1

ab ala+1)b(b+1)2?
o = 14+ — — ...
= Y=o ToET c(e+1) g T

ou

I'(a+n)l b+n)
['(c+mn) n!

Y(2)k=o = =, Fi(a,b;c; z), (2.4)

n:O

pois, usando sucessivamente a eq. (1.2]) chega-se a igualdade

F(a—l—n).

fal (2.5)

ala+1)(a+2)...ala+n—1)=
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A eq. (2.4) é a famosa fungao hipergeométrica em sua representacao de série de potencias.
Propriedades importantes

(a) se —a (ou —b) € N, entao:

logo

gn=0;¥n>—-a(—aecN),

= oF1 (=N, b;¢; z) é um polindémio de grau N (N € N). Utilizando o fato que:

Sl = EL S N - DN -2 (N (= D)),
. (N —n)!
= (-1 N(N—1)(N—2)...(N—(n—2))(N—(”_1))<m>’
. N
= (V' o (2.6)

T'(c) & . NI T(b+n)2"
2F1<—N,b;c;z>=%§;<—1> e o 2.7
(b)seb=c
oFi(a,b;b;2) = F(lg)ZNanT n>z”,
= 1+az+(a+1)a%2+(a+2)(a+1)a'§—?—|—...,
= (1—-2)° (2.8)

que pode ser facilmente verificado expandindo (1 — z)~ em série de Taylor ao redor de

z=0.

Casok=1-—c¢:




15

A recorréncia fica:

(I—c+n)(l+n+a+b—c)+ab m+a+l—c)(n+b+1-c)

Gnt1 = Gn = Gn i CF#2,3,...

(2—c+n)(1+n) (n+2—c)(1+n)

Assim, a segunda solucao também pode ser escrita em termos de uma hipergeométrica:

Y()ho1—e = 29 F(a+ 1 —c,b+1—¢2—c;2). (2.9)

A solucdo geral da eq. [2.1) ¢
y(2) = AsFi(a,byci2) + B2 (a+1—cb+1—¢2—cz); c¢Z  (2.10)

onde A e B sao constantes. As solugoes sao degeneradas, ou seja coincidem, para ¢ = 1.
Isso indica que a segunda solugao nao pode ser expandida em série de poténcias ao redor
de z = 0, ela tem um comportamento ~ In(z), z — 0. Mais a frente neste capitulo vamos
voltar a discutir esse ponto, no Apéndice C também ha uma discussao qualitativa do
assunto.

Observagoes:

(i) Se Re(c) > 1, entao a segunda solugao ¢é singular em z = 0, portanto se as condigoes
de contorno exigirem uma solucao finita em 2z =0 = B = 0.

(if) Assim como a equagao diferencial diferencial (2.1]), a solugao ¢ invariante sob
a permutacao a < b.

(iii) Derivando ({2.1))

21— z>d2§/;gz> tle+1—(a+b+3)z] dycgiz) —(a+b+l4aby(z)=0, (2.11)
z(l—z)dzjl/;(2 ) +[c+1—((a+1)+(b+1)+1)2]%—(a+1)(b—|— 1)y'(z) =0,

temos uma nova EDO hipergeométrica, agora com a,b,c — a+1,b+ 1,c+ 1, respectiva-
mente. A conclusio é que se y, p,(2) € solugao de (2.1)), entao y;, ,..(2) € solugdo da mesma

equagao com coeficientes acrescidos pela unidade.

310 caso ¢ € Z, o método de série de poténcias s6 fornece uma solucio. A explicacdo desse problema

e um método alternativo para encontrar a segunda solugao independente encontram-se no apéndice |g
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(iv) A equacio (2.9) diz que se realizarmos o ansatz y(z) = 2! 7°F(z) em (2.1)), teremos

d*F(z)
dz?

dy(z)

z(1—2) +[2—c— (a+b—20+3)z]7 —(a+1—c)(b+1—0c)y(z) =0(2.12)

a EDO hipergeométrica coma — a+1—c¢, b — b+1—ce c — 2—c. Essa observagao tem
sua relevancia, ela garante que s6 precisamos saber as solugoes gerais de para c > 1
(ou ¢ < 1), pois, suponha ¢ < 1, entao y,p.e(2) = 2 7°F(z) é solugao de (2.1) (¢ < 1) se
F(z) for solugao de (2.12)), uma EDO hipergeométrica com seu “c’= 2 — ¢ > 1. Esse fato

seré utilizado na sec¢ao [2.1.6

2.1.2 Solugoes centradas nas outras singularidades

A solugao geral da EDO estd descrita em termos de série de poténcias ao
redor da singularidade regular z = 0. Por outro lado, a mesma EDO possui outras duas
singularidades regulares, uma em z = 1 e outra em 2z — oco. Aqui serda demostrado que
é possivel escrever solucoes para a mesma EDO em termos de fungoes hipergeométricas

centradas nos outros dois pontos singulares.

e z = 1: Faga a troca z =1 — ¢ em (2.1). Com um pouco de carinho a nova EDO pode

ser escrita da forma
cl—o0)y'(o)+[a+b+1—c—(a+b+1)o]y (o) —aby(o) =0, (2.13)

que possui a mesma forma de (2.1)) trocando z — 0, ¢ - a+b+ 1 — ¢ (a e b permanecem
0s mesmos) e sua solugao geral é dada por (2.10) com as respectivas substituigoes. Assim

outro par de solugoes independentes da EDO hipergeométrica é:

y(z) = A1 o Fi(a,bia+b+1—c1—2)+ (2.14)

+B, (1 —2)" "% F(c—bc—al+c—a—bl—2); c—a—b¢Z c#a+b.

Um resultado tdo bom quanto (2.10). E crucial conseguirmos escrever a solucio geral
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da EDO hipergeométrica de mais de uma forma, pois cada uma possui suas limitacoes e
vantagens. Por exemplo, se ¢ € Z e ¢ —a — b ¢ Z, entdo apenas (2.14)) é bem definida
(o raciocinio inverso é valido). As solugoes sdo degeneradas quando ¢ = a + b e ha

singularidade ~ In(1 — z).

e z — o0o: Para estudar esse limite a coordenada adequada ¢ u = 1/z, a EDO (2.1 fica

(ver apéndice

w(l—u)y"(u)+[1—a—b—(2—c)u]y (u) + —y(u) =0, (2.15)

que nao é exatamente uma hipergeométrica, mas pode ser transformada em uma com o
simples ansatz y(z) = u*F(u), onde k ¢ raiz de k? — (a + b)k + ab = 0, ou seja, k = a ou
k = b. Os detalhes desse calculo (e uma justificativa para o ansatz) podem ser encontrados

na segao . A EDO para F(u), com a escolha k = a, é a seguinte Hipergeométrica

w(l—w)y"(u)+[14+a—b—(2a —c+2)u]y'(u) —a(l+a—c)y(u) =0, (2.16)

com coeficientes (basta comparar com (2.1)): a0 =@, boo =1 —cH+aece =14+a—b.

A solugao geral ¢ obtida via (2.10))

y(z) = Axz “Fi(a,14+a—cl4+a—0b1/2)+

+Boo 2 (0,1 4+ b—c;1+b—a;1/2), a—b¢ Z,a #b. (2.17)

Neste caso, as solucoes sao degeneradas quando a = b, indicando singularidade essencial

em z — 00. As eqgs (2.10), (2.14) e (2.17)) sdo todas solugoes gerais da EDO hiperge-

ométrica (2.1), cada uma descrita em termos de séries de poténcias centradas em uma

das singularidades regulares. Obviamente cada solu¢ao pode ser escrita como combinagao
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linear das outras, portanto existem constantes A;, By, Ay e By, tais que

oFi(a,b;¢;2) = Ay oF1(a,b;a+b+1—c¢;1—2)+
+B (1 —2) "% F(c—bec—al+c—a—b1—2); (218)
oFi(a,b;c;2) = Ao 27 % Fi(a,1+a—c;14+a—b;1/2) +

+Boo 2 25 F (0,1 4+b—c;1+b—a;1/2). (2.19)

Na subsecao [2.1.5] esses coeficientes serao determinados.

2.1.3 Representagao Integral

Vamos estudar representagoes integrais para a funcao hipergeométrica que, em particular,
serao uteis na derivacao das formas assintoéticas da hipergeométrica, ver subsecao [2.1.5

Iniciando com a integral
1
I = —d)/ oy (a, b; d; 2t) 711 — )7 dt ; Re(c) > Re(d) > 0.
- 0

Substituindo a eq. (2.4) dentro da integral e invertendo a ordem da soma e integral

= L(e) '(d) S ['(a+n) 2" bt c—d—1
o P(d)r(c_d)<r(a)r(b));F(bm)r(dmm( \/Ot (1-1) dt)

s

v~

0 EI )LL)

=T (b n
— (a+n)I +n)z_ =oFi(a,b;c; 2)
n:O ['(c+n) n!
Assim:
Fi(a,b;c;2) = __ / 1 Fi(a,b;d; 2t)t* (1 — )9 at; (2.20)
241\, U,y &y F(d>r(0_d)0217aa ’ .

Essa é uma representacao integral de uma hipergeométrica em termos de outra. Tudo é

valido para $e(c) > Re(d) > 0. No caso particular d = b, ela assume uma forma mais
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simples. Da eq. (2.8]) temos:

JFy(a,b e 2) = —\) ) /0 U1 - et (1 — ) ot Re(e) > Re(d) > 0 (2.21)

T()T(c—b

que é a representagao integral usual da hipergeométrica. Vamos mostrar duas aplicagoes

simples da eq. (2.21)).

Primeira: tomando z = 1 em ([2.21)):

I'(c) ! b—1 —a—b—1
F! bc;l) = ———— t 1—6)¢ dt
sFiobal) = ey ¢
eq'B(b,c—a:;):ir(b)&(cc__aa)_b)
_ L)' (c—a—0) (2.92)
['(c—a)l(c—b) '
coml] Re(c —a — b) > 0 e Re(b) > 0.
Segunda: derivando os dois lados da igualdade
d I'(c) " —b—1 —
—oFi(a,b;¢;2) = amt—— [ 21 =) (1 = 2t) @ gt
eRlabas) = o [ e0— -
I'(1+c)
b NG !
a cl(c
c bF(b)F(c—b)/o (1-1) (1=2t)
——
T(1+b)
ab

= —Fi(a+1,b+1c+1;2)
c

Repetindo o processo m vezes

dm o ale+1) . c(a+m—=1)]bO+1)...(b+m —1)]
gom2hilabieiz) = cle+1)...(c+m—1)

T oFi(a+m,b+m;c+m;2)

que pode ser escrito de uma forma mais elegante (via eq. (2.5)))

dm . Tm+a)T(m+0b) I(c)
g2 Fibie2) = = T T 1

4condicdo de validade da equacdo (1.10)), justificando o raio de convergéncia da série de poténcias,
0<z<1.

oFi(a+m,b+m;c+m;z) (2.23)
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2.1.4 Relacoes Uteis

(i) Da representagao integral (2.21)), temos:

2F1<a,c—b;c; —z )— I F(C) 1tC b= 11— ) <1+ “t >7adt

agora faga a troca: 1 —t =u

_ u—zyﬁgggﬁalzw*a—uy**u+muﬂﬁ

= (1—2)%Fi(a,b,cz2).
Ou seja

oFi(a,byc;2) = (1 — 2) % F <a, c—b;c _—Z> (2.24)

11—z

que relaciona, e.g. valores da hipergeométrica no intervalo 0 < = < 1 (a série 1'

converge nesse intervalo) com valores entre —oco < z < 0. Assim, a eq. (2.24) permite
uma continuagao analitica da fungao hipergeométrica.

(ii) Definindo y(z) = (1 — 2)°7%7%£(2), onde y(z) é solugao da Hipergeométrica.

=y(z) = Q1=2)7""[~(c—a=b1 -2+
y'(2) —(l—d““ﬂ@—a—ww—a—b—Dﬂ—zY%—QE%%§Q€+8'
Substituindo na eq. e simplificando:

(1 =2 D21 = 2)¢" ~ e = (e = a) + (= b) + D3¢ — (e~ a)(c — b)¢] =0

= {(2) = AyFi(c—a,c—byc;2) + Bz' % F (—a+1,-b+1,2—¢;2), A, B = const.
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Determinamos outra forma de escrever a solugao geral. Tomando y(z) = oFi(a,b;c;2) e

|z| < 1 temos

o1 (a,b;c;2) = 14+ 0(2) = A(1+ O(2)) + Bz ¢(1 + O(2)),

como a igualdade independe de ¢, necessariamente temos B =0 e A = 1. Portanto:

2Fi(a,b;c;2) = (1 — 2) " Fi(c —a,c — b; ¢; 2), (2.25)

uma relagao nao trivial entre duas hipergeométricas.

2.1.5 Expansoes Assintoticas

Os célculos preliminares sao suficientes para derivarmos a forma assintotica da funcao

hipergeométrica ao redor das singularidades z =1 e |z| — 0.

(i) z — 1: De acordo com a eq. ([2.18))

oFi(a,b;¢;2) = Ay oF1(a,b;a+b+1—¢1—2)+
+B (1 —2) % F(c—bec—a;l+c—a—b1—2),

z—1

~ A (1+0(1—=2)+B (1-2)"""1+001-2). (2.26)

Com um pouco de malabarismo vamos determinar as constantes A; e Bj.

Para Re(c) > Re(a + b), o termo que acompanha A; é o lider da expansao e o outro o
sublider. A funcao hipergeométrica ¢ finita e seu valor ¢ fornecido pela eq. (2.22). Ao
comparar com (2.26|) determinamos

Ce)T(c—b—a)

A= T(c—a)(c—b) (2.27)

Ja se Re(c) < Re(a + b), a hipergeomética nao é definida (é singular) no ponto z =1 e o
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termo lider em ([2.26)) é o que acompanha B;y. A equagao ([2.25)) nos fornece a forma como

a hipergeométrica diverge. Dela temos:lﬂ

L(l(a+b—c)

z—1
2F1((I, b; & Z) 3 (1 - Z)c_a_bQFl(C —a,C— b; G 1) = (1 - Z)C_a_b F(a)F(b)

O resultado fixa B; como a constante que multiplica (1—2)¢"%"°. Entao temos a igualdade

exata

Fe)'(c—=b—a)

I'(c—a)l'(c—10)

F'(e)l'(a+b—c)
['(a)L'(b)

o Fi(a,b;c;2) = oFi(a,byja+b+1—c¢1l—2)+ (2.28)

(1—2)"%F(c—bc—a;l+c—a—0b1—2),

que nas redondezas de z = 1 pode ser aproximada por

2Fi(a by 2) & ?EZ)E(;);(ZZ:Z; (1+001—2)+
I'(c)l'(a+b—c)

[(a)l'(b)

(1—2)"""(1+0(1-2)). (2.29)

Repare na simetria nos indices a e b. A equagao (2.29) é valida para os dois casos
analisados, sendo que um dos termos domina o outro. Uma observagao importante é
que para a = —N, N € Zsq, o segundo termo desaparece devido ao polo de I'(a) e a
funcao é sempre finita no ponto z = 1 - o esperado, uma vez que é um polindémio. Ainda

falta um caso a ser analisado, ele é mais sutil.

Caso: ¢ = a + b. Nao é possivel substituir diretamente ¢ = a 4+ b no assintético (2.29))
devido aos termos I'(£¢ F a F b). O resultado correto (que vocé so vai encontrar aqui) é

encontrado através do seguinte limite. Faca ¢ = a 4+ b+ ¢ em ([2.29)

:=1 T(a+b+¢e)l'(e)

oFi(a,b;a+b+e;z2) ~ T+ oT(at o) (1+0(1-2))+
Fla+b+e)'(—¢) Ry .
o aron- ).

5yFi(c — a,c — b;c; 1) existe, pois Ne(c) < Re(a + b) (ver equagao (2.22))
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Agora o limite € — 0 sera tomado. Para isso vamos precisar dos resultados

Hﬁﬂz—yié Dz + &) ~ T(x) (1 + tb(a),

(1—2)f =072 x 1 4+ eln(l — 2), (2.30)
onde foram usadas ([1.21)) e ((1.23)). Dessa forma

JFi(a,bia+btesz) R (L pla+ 52) (L= 0@ (= w0 (£ =) +

(1+9Y(a+0b)e) (—% — 7) (1+eln(1 - z))]

Simplificando a expressao acima os termos divergentes se anulam e o limite ¢ — 0 é bem

definido. O resultado final é

o F1(a,b;a+b;z) ~ —Z—b (27 4+ ¢¥(a) + (b)) + In(1 — 2) + O(1 — 2)) . (2.31)

(ii) |z| = oo O assintotico serd derivado com base na equagao (2.19)), reproduzida aqui

oFi(a,b;c;2) = A 2 9F 1 (a1 +a—c1+a—b;1/z) +
+Boo 2 % Fy(b,14+b—c;1+b—a;1/2),

[z|>1

~ A2 (1+0(1/2) + B 27 P (1+0(1/2)).  (2.32)

A questao é determinar A, e B,,. Para isso coloque (2.24) dentro da integral ([2.20)):

I'(c) ' e—d—1 —a . z
_dLAt (1—1) (1—@)2F(md—a¢ )ﬁ

2Flasbici2) = Fop 1

para |z| — oo e Re(b) > Re(a)

gFI(a,d— b;d; —
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portanto

L. |z\zoo F( ) ' d—1 c—d—1 —a
oFi(a,byc;2) = F(d)F(c—d)F(b)F(d—a)/o (1 —t) (—zt)~dt
IO @D ey e
T Tle—drOrd—a) /0 T on

J/

eq‘B(d—a,c:;)zir(d;?&“(c)id)
lzl=o0  I'(c)I'(b—a 7(1
oFi(a,byc;2) =~ M(—z) ; Re(b) > Re(a).

C(e)T'(b—a)
(b)L'(c—a)’

mas e a outra constante? Sabemos que a func¢ao hipergeométrica é simétrica com relagao
a permutagao dos indices a e b (como ), por outro lado, a expressao assintotica
encontrada nao possui tal simetria. Isso é natural, ja que ela foi derivada assumindo uma
diferenga entre esses indices, Re(b) > Re(a) = |2|7" < |2|7%, quando |z| — oo, ou seja, o
termo simétrico de O(|z|7%) em nao aparece na expressao acima, pois é de segunda
ordem em relagdo ao termo de O(|z|™?) - termo lider. O outro caso (Re(b) < Re(a) =
2|70 > |2|7%, quando |z| — 0o) pode ser facilmente derivado repetindo todos os calculos,
porém permutando os indices a e b no lado direito das equacoes. O resultado é o mesmo

trocando a <+ b e como consequéncia, By (a,b,c) = Ax(b,a,c). O resultado exato fica

o Fi(a,b;c; z) = ?Eg?gi : Z) (—2) % Fi(a,14+a—c14+a—b1/2)+
+£§Z>)11:<(Z : 2 (—2) 2B (b, 1 +b—c;1+b—a;1/2), (2.33)

que para é < 1 possui a forma

2 Fy(a, b c; 2) i~ W<_z)—a (1+0(1/2)) +

L) (c—a) ['(a)l'(c — b)

simétrica nos indices a e b. Aqui é importante salientar que em varias aplicagoes fisicas

a e b sao numeros imaginarios puros, nesses casos nao ha um termo “lider” e ambos

LOT@=0) vy 1 001/2)), (2.34)
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sao de mesma ordem. Também repare que a funcdo é real (para coeficientes reais e a
e b nio naturais) quando z < 0 (por causa dos termos (—z)™% e (—2z)7%). O mesmo
procedimento usado nas proximidades de z = 1, ver equagao (2.31]), pode ser usado aqui

para a possibilidade particular, a = b. Tomando b = a + € em ([2.34]) com € < 1 temos

|z]—o0 (C)
Fi(a,a+¢;¢,2) =
2 ) I'(a+e)

(e) [(c)l(—e¢)
I'(c—a)

F(a)l(c—a—e¢) (=),
()
(

| (2-) 0 evtan +

(_é - 7) (1+¢(c—a)e)(1— Eln(—z))]

(=2)"" +

os termos O(1/¢) se cancelam e no limite € — 0

|z]—o0 F(C)

2Fi(a,a50:2) = m(—@_“ (=27 = ¥(a) =¥(c—a) +In(=2)),  (2.35)

provando a existéncia da singularidade logaritmica.

2.1.6 Segunda solugao para c € Z

Quando ¢ € Z, a equagao (2.10) ndo fornece duas solugoes l.i. (indicando que a segunda
solugdo possui singularidade essencial na origem), em particular, elas coincidem para
¢ = 1. Com toda a bagagem acumulada até agora somos capazes de encontrar uma

segunda solugao l.i. em qualquer situacao.

Abordagem 1: Uso de solugao centrada em z =1

A segunda solucao sempre pode, a priori, ser obtida através de uma solucao definida em
termos da série usual, mas centrada em outra singularidade, z = 1 ou z = oo - assunto da
se¢ao [2.1.2l Uma opgao simples que funciona para qualquer ¢ € Z, mas nao se mostrara,
pratica se as redondezas de z = 0 forem de interesse, é a primeira solugao da equagao

(2.14)), sendo a tnica restrigao a + b ¢ Z. Dessa forma, a proposta de solugao geral para
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celZé

Yeo14p(2) = Arip2F1(a, ;1 4+ p; 2) + Bryp o Fi(a,bia+b—p;1—2), p=0,1,..., (2.36)

Yoep(2) = A, 2" PR (a+ 1+ p,b+ 14+ p;2+p;2) + By oFi(a,bia+b+14+p;1—2),

onde as segundas solugoes sao probleméticas em z = 0. Um caso ilustrativoé c =1 (p =0
na primeira linha de (2.36])), pela equacao (2.31))) temos o assint6tico

Jer(2) % At (1+0(2) = B 112 (2 4-46(a) + 0(0) + In(z) + O(2)) (237

explicitando a singularidade logaritmica - a mesma conclusao é feita no apéndice C de
forma qualitativa. Essa abordagem é excelente para ¢ = 1, e funciona nas proximidades
de z =1 e z — oo, por outro lado ela é problemética nas proximidades de z = 0, exceto
¢ = 1. Isso ocorre pois sempre temos ¢ —a — b € Z e o assintotico (2.29)) nao é valido para
esse caso. Para outros valores ¢ = 2,3, ..., a melhor forma que imaginei para determinar
o0 assintotico (apenas o termo mais singular) em z = 0, uma vez que nao é valida,
foi derivando sucessivamentelﬂ com escolha adequada de parametros
Mla—p) T'(b—p) Pla+b—p) &

(2)
- =(—1)? —F] b—pia+b—2p;1—
yc—1+p(z) ( ) F(CL) F(b) P(CL b 2p) d2p2 1((1 b, b;a D3 Z)

_(_]_)pF<a/ —p)L'(b—p) T'(a+b—p) T'(a+b-—2p) ﬁ
I(a) T(b) T(a+b—2p)T(a—pI(b—p)dzr
Tla+b—p)(p-1)!

= =12,... 1. 2.

2.31

2

In(z),

Para obter os outros termos divergentes, da forma ~ 1/2P71 1/2P72 .. e In(2), é ne-
cessario mais termos na expansao ([2.31). Um problema pior é para ¢ = 0,—1,—-2, ...,
os topicos estudados nessas notas nao permitem analisar o comportamento da segunda

solugao nas proximidades da origem (c—a—0b € Z e ([2.29) nao é valida em nenhum caso).

Obviamente nao seremos detidos por isso, vamos tentar mais uma vez.

SE fazendo uso de (2.23).
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Abordagem 2: Limite das solucgoes centradas em z =0

Na nova abordagem vamos continuar com nossa solugao geral centrada em z = 0, equacao
(2.10)), e o foco sera o, ja famoso, ¢ = 1. Em ¢ = 1 as duas solugoes coincidem, porém se

c=1+¢, e <1, as duas solugoes sao bem definidas e temos

Ye(2) = AsFi(a,b;1 +¢;2) + Bz %3Fi(a —€,b—&;1 —¢; 2).

O “truque artesanal” a ser descrito agora serd repetido nos estudos da Hipergeométrica
Confluente e Fungoes de Bessel e segue sugestao descrita no apéndice da referéncia [5].
Ele consiste em assumir € um parametro continuo e escolher uma solugao que se anuleﬂ

1o limite € — 0 com 0.y, (2)].—o = G*(2) # 0. Nossa escolha é

B 1 ['(a)(b) . . I'a—e)y(b—e) _. . .
ya(z)_F(a)F(b) (F(1+€)2F1(a,b,1+5,z)— T z 2F1((1—€,b—5,1—€,2’)>.

Dessa forma yo(z) =0 e

G(ll’b(z) = llg% ya(z) = aaya(z)

(2.39)

e=0 '

Por que estou fazendo isso? Porque G;(z) é solugao de ([2.1). Pode ndo parecer, mas é
bem facil provar isso. Considere (2.1) com ¢ = 1 + ¢ e derive a EDO com respeito ao

parametro €

d (0:y(2))

Z(l_Z>T+[1—(a+b+1)z] dye(2)

(0uy(2)) = =L (2.40)

d (0:y(2))
— ab

Tomando ¢ — 0, o lado direito da igualdade se anula (yo(z) = 0) e no lado esquerdo
d.y(z) = G°(2), ie., GYP(2) é solucao da EDO hipergeométrica para ¢ = 1. Agora s6

falta determinar G{°(z). O procedimento é semelhante ao realizado em casos ja estudados,

"Na verdade uma constante é o suficiente.
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precisamos apenas de ([2.30)).

Gt (2)= a)IF ( 2F1 a,b;l+¢e;z) — aC ;(i)i(f)_ E)z_ngl(a—e,b— g1 — a;z))
1 a+n,(b+n) _fiifﬂw—5+nﬂXb—5+40z"
T(a)T(b) TAtetn) nl = 2 T(1—c+n) al)]
22 j(L b+")¢( +1)§+1n22F1(a,b;1;z)+
y- Lo +(7;)P(S+”) ((a+n) + (b +n)) Z—T (2.41)

n=0

Expandindo a série
GO (2) & (27 4+ h(a) + (b) +In2) 2° + (=2¢0(2) + p(a + 1) + (b + 1+ In2) (ab)z + ... (2.42)

Sendo solu¢ao da EDO Hipergeométrica, G (z) pode ser escrita como a combinagao ([2.36])).

Comparando o assintotico acima com (2.37)) temos
b)
a—QFl(a, bja+0b;1—2). (2.43)

Ou seja, aparentemente a “tnica” novidade foi conseguir reescrever a segunda solugao para
c=1, 9F(a,b;a+ b;1 — 2), em termos de uma série ao redor de z = 0. E claro que ha
um ganho aqui, repetindo o procedimento da se¢ao anterior, a série completa ao redor de
z = 0 para as solugoes com ¢ = 1+p = 2,... (e ndo apenas o primeiro termo assinto6tico),

é obtida via multiplas derivagéeﬁ

i) = G = S )

_ I'(a+n)l(b+n)pn+1+p)2"
_2;; T(a)T'(b)(n + p)! n!

T(a—p)T(b—p) < P! (dpk Inz
[(a)T(b) El(p—k)! | dzp—F

>2F1(a—p—|—k,b—p—|—k;1+k;z)+
ki

- a—l—n n) Z"
Z n+p)'( (a+n)+9(b+n) —

n=0

8De acordo com a observacio (iii) do fim da segdo m Também repare nos usox da Regra de
Leibniz, ver equagao (5.26)), e da equagao (2.23) na p-ésima derivacao de InzoFy(a — p,b — p; 1; 2)



29

Acredito que o resultado fica mais claro separando o termo In z na soma (termo k = p),

pois paran > 1,d"Inz/dz" = —(—1)"(n — 1)!/2", e temos

@y ox=Lla+n)b+n)y(n+1+p) "
R [(a)T(0)(n + p)! n!

—p) InzoFy(a,b;1 +p;z) —

b—p) &~ (1Pl 1
El(p — k) zp—F

oFila—p+Ekb—p+k1+kz)+

n
n!

.(wa+m+¢w+n»2 (2.44)

Esse expressao deixa mais clara as singularidades O(1/27), O(1/2P71),...0(1/z), e O(In 2).
O resultado também corrobora com a discussao da apéndice [C]- a segunda solugao segue
o padrao y?(z) = u(z) In z4v(z), onde u(z) é a outra solucio linearmente independente.

Se p = 1, o somatoério em k torna-se apenas um termo com p =1e k = 0.

Como diria o vendedor dum antigo programa humor, e ndao € so isso, a solu¢gao acima
parac=1+p =2 3,... ésuficiente para determinar as segundas solugoes para c = —p =
0,—1,—2,..., pois a fungao estéa centrada em zero e sabemos, pela observagao (iv) do fim

da secgao [2.1.1] que

éw():lﬂG“”W““@Lp:OJ@V“, (2.45)
“E: a+1+p+nww+1+p+mwm+2+mzﬁ
Fla+14+pLb+1+p)(n+p+1)!  nl
I'(a)l'(b)
I'(a+1+pT(b+1+p)
['(a)l

(a)I'(b) (—1)PHkpl 1 | |
a+1+pTb+1+p) Zkl p+1—k;)Zp+1—k2F1<a+k>b+k,1+k3,z)—|—

InzoFi(a+1+pb+1+p2+p;z)—

r

—~

Fla+1+p+n)lb+1+p+mn)
Ta+1+p)T+1+p)(n+p+1)

n
n!

(¢m+1+p+ny+¢@+1+p+n»i

o

Il
o

n

é solucao da EDO hipergeométrica para a, b e ¢ = —p = 0,—1,.... Para nao gerar
confusao, quando ¢ = 0, basta colocar kK = p = 0 no tinico termo do somatoério em k. De

forma sublime encerramos nosso estudo sobre a hipergeométrica.
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2.2 Funcao Hipergeométrica Confluente

2.2.1 Equagao diferencial e solucao via série de poténcias

Vamos estudar a seguinte EDO de segunda ordem
2y"(2) + (e = 2)y'(2) —ay(z) = 0 (2.46)

com singularidades em z = 0 e z — oof] Seguindo a receita, procuramos solucées via

série de poténcias

y(2) = .2 kR, go #0, (2.47)

n=0

portanto

dy(z) - +hk—1 de(Z) = +k—2
R ngzo(n + k) gnz T E n+k)(n+k—1)g,z

n=0

Tudo em (2.46) resulta em

Z(n +E)(n+k—1)g, 2"+ cZ(n + k)gn 2"t — Z(n + k)gnz" — aZgnz" =0,
n=0 n=0 n=0 n=0

Z n+1+k)(n+k)gn1z"+c Z (n+14+k)gn12" — Z [(n+k)+a]g,z" =0,
n=-—1 n=-—1 n=0

(n+1+k)n+k+c)gni1 — (n+k+a)g,) 2" =0.

WE

[k (k — 1) + ck] % +

Il
o

n

Como o resultado vale independente do valor de z, os coeficientes em cada poténcia sao
linearmente independentes (Li.). Por hipotese gy # 0, entdo temos duas solugoes (o
esperado ja que a EDO é de segunda ordem) para k: k=0, k = 1—c. A primeira escolha

fornece a recorréncia:

n-+a

ny €A 0,—1,-2, ..., 2.48

In+1 =
(

9A primeira regular e a segunda irregular, ver apéndice
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Ao fixar gyg = 1, toda a série é determinada

() 148 +(lJra N a)(1+ a) N
z) = -z —— —
h c (I+c)e2  (2+c¢)(l+c)c 3!

Esta solugao possui a seguinte representacao em série de poténcias

y1(2) = 1Fi(a;¢;2) = 1{‘53 Z 11:((21773 2—7: cc#£0.—1,-2,..., (2.49)

n=0

e é chamada de fungao hipergeométrica confluente. A outra solucdo, onde k = 1 — ¢,

possui recorréncia

o n+(l+a—c
I = i (2—0)(n+ 1)

Gny €F£ 2,3, (2.50)

que claramente pode ser escrita em termos da funcao hipergeométrica confluente com

a—1+a—cec—2—c, logo

() =29 F(1+a—c¢2—cz), c#2,3,.... (2.51)

A solugdo geral de (2.46)[7]

y(z) = A1Fi(a;c;2)+ B2\ Fi(14+a—c¢2—c¢2); c¢Z (2.52)

onde A e B sao constantes.
O leitor pode se perguntar o porqué da EDO (2.46) ser chamada de hipergeométrica
confluente. Ela possui relagdo com a hipergeométrica? A resposta é sim! Com as trocas

z—ezeb— 1/e aeq. (2.1) multiplicada por € fica:

2(1—ex)y(2)" +[c—(a+e ' —Dexly(z) — ay(z) =0 (2.53)

010 caso ¢ € Z, recaimos na mesma discussdo ja feita para a hipergeométrica.
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Tomando o limite € — 0 temos a EDO ([2.46)). De forma anéloga, a funcao ([2.49)) é obtida

pelo limite

Bz = lmaF/ece)
B . T(e) & T(a+n)(ex)” I'(1/e+n)
N g% I'(a) ;% I'(c+n) n! I'(1/e)

4 (14€) (142¢)....(14(n—1)e)

==

-
~ Tw

(atn) 2
(c+n)n!”

Por fim, da mesma forma que a EDO hipergeométrica, a segunda solugao indica que se

y(z) = 217°F(z) é solugao de ({2.46)), entdao F(z) é solugao de
2F"(2)+ (2—c—2)F'(2) — (a+1—¢)F(z) =0, (2.54)

ou seja, uma EDO confluente com a — a+ 1 —c e ¢ — 2 — ¢. Caso queira verificar esse
fato explicitamente basta substituir y(z) = 2!7¢F(z) em (2.46). Existe uma licao aqui -
s6 precisamos das solugoes para ¢ > 1, pois a mesma func¢ao gera solucao de outra EDO

confluente coma - a+1—cec—2—c¢,comec<1.

Observagoes:

(i) A eq. ¢ singular nos pontos z = 0 (regular) e z = oo (irregular). A singularidade
no oo é formada pela confluéncia de duas singularidades regulares da hipergeométrica
(pontos z =1 e z = ).

(ii) A hipergeométrica confluente ¢ um polinémio de grau N se —a = N € N. E com a

ajuda da eq. (2.6)) o polinémio pode ser escrito como:

N
N! L(c) 2"
Fi(—N;c; z) = —1)" — 2.55
1 1( 7C’Z> HZ:O< ) (N—TL)'F(C—I—TL)TL' ( )
iii) Fi(a;a; 2) = > 00 2 = ¢%. (iv) Se y(z) é uma solucdo da EDO (2.46 entdo “E g
(iii) 1 F3(a; a; 2) 0 (iv) Se y G , e

solucao da EDO confluente coma —+a+1ec— c+ 1.
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Prova: Derivando ([2.46))

(B (82 i ()

z(#%ﬁyuwc+1—@(?%?)C—m+1%gza

2.2.2 Representacao Integral

Fazendo b — ¢! e 2 — ez em (12.20)) e tomando o limite € — 0

1

1Fi(a;c;2) = —d)/ VFy(a; d; 20t (1 — 1) dt; Re(c) > Re(d) > 0,(2.56)
- 0

Para d = a, temos a representagao integral da hipergeométrica confluente usualmente

encontrada na literatura:

1Fi(a; e 2) = %/0 (1 — ) dt; Re(e) > Re(a) > 0. (2.57)
Derivandd]
di,lz 1 Fi(a;cz2)] = %/{) eztt(a+1)71(1 — el
Lla+1) T() Do 1)

1
_ ztt(a+1)—1 1—¢ (C+1)_(a+1)_1dt.
T(a) r@+mrm+1ww+1—m+¢»A€ (1-1%)

a
= 21F1<&+1;C+1;Z),

Repetindo o processo m vezes

dm F'(a+m) T(c)

— (Fila:c: _

dzm (17 (a; ¢52)) I'(a) T(c+m)
Voce pode derivar o mesmo resultado usando a representacdo integral l|

1Fila+m;c+m;z). (2.58)
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2.2.3 Segunda solucao para c=1

Da mesma forma que na hipergeométrica, as duas solugdes em (2.52)) coincidem quando
¢ = 1. A segunda solucao sera determinada pelo mesmo procedimento realizado na secao
e que sera usado novamente no Capitulo 5 - fun¢ao de Neumann. Suponha ¢ =1+¢

(e < 1), a EDO confluente é

2l (2) + (14— 2)yl(2) — aye(2) = 0, (2.59)

com solugao geral

y-(2) = AiFi(a, 1 +¢;2) + Bz ° 1 Fi(a — ;1 —¢; 2). (2.60)

Derivando [2.59)) com relagao ao parametro

2(0:ye)" (2) + (1€ = 2) (Oy)' (2) — a (Oeye) = ——— (ye(2)) - (2.61)

Se os parametros de forem ajustados para y.,o(z) = 0 (ou constante) e o limite
0:-Y=(2)|e=0 gerar uma fungao nao trivial, entdo 0.y-(z)|.=o € solu¢ao da EDO hipergeo-
métrica confluente para ¢ = 1. A escolha usualmente encontrada na literatura é a fungao
hipergeométrica confluente de segundo tipo, ou simplesmente funcao U, definida, para

c=1, como

X _ 1 . 1 F(CL—&) —€ . . F(a) . .
Ula,1;2) = T(a) lg%g (mz 1Fila—e 1l —g;2)— mlﬂ(a, 1+e; z)) ,
= F(E)Qa& (?ET : 2 2 Fi(a—gl—g;2)— —F(Fl(j—)s) 1Fi(a; 1+ ¢ z)) i
1 _aOOF(a+n—e)£ 1 = T'(a+n) 2"

[(a)? " ( nz% I'l+n—e¢) n') e=0 F(a)285 (;% F'l4+n+e) n!) 5:0(2'62)

Utilizando sem do (2.30)) a segunda solugao é determinada pela série

Ula;1;2) = S In(2) Fi(a;1;2) + Z 2p(n+1) _‘ lnta)) In+a) Z—T (2.63)
[(a) — n! ['(a) nl!
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Nas proximidades da origem

1

Ula;1; 2) = )

[(— In(z) =2y —¢(a)) +a(2+2y—1In(z) =1 +a))z+ 0(22)12.64)

2.2.4 Segunda solucao para c € Z

A mesma abordagem realizada na secao anteriorE pode ser adotada para a obtencao da
segunda solucao na situacao mais geral, ¢ € Z. Temos varios resultados intermediarios
que sao suficientes para determinar a segunda solucao quando ¢ € Z. Como discutido no
texto ao redor da equacao , analisar os casos ¢ > 1 é o suficiente para determinar
as solugdes para qualquer ¢. Suponha uma soluc¢ao y,.(z) da EDO confluente para os
parametros a e ¢ > 1, dessa forma Zl_cya+1_c;2_C(Z), para ¢ < 1, é bem definida. O dltimo
ingrediente necessario é a lembranca da observagao (iii) do fim da secao , ela garante
que a funcao definida abaixo,

I'(a—p) d?

U(a;p—l— 1;2) = (_1)1) F(a) dzp

Ufa-piliz), p=12...., (2.65)

é solucao da EDO confluente para a e ¢ = p + 1. “Basta” derivar sucessivamente ([2.63))

para obter E

Ula;p+1;2) = —(_pl‘)pl (2)1F1(a; 1 +p;2) +
p—1 k(g —
F(la Zk' 11 [( ]j—i_k)lFl(a—ijk;l—i-k;z)—l—
(=1)P 2w<n+p+1>—w<n+a> I'(n+a)2"
Ta- p)Z( (1t ) ) e

12 com as solugdes ¢ € Z da EDO hiperteométrica.
13Foram usados as equagdes|2.58) (5.26) (Regra de Leibniz) e o fato de d"*1 1In z/d2"t1 = (—1)"n!/2" 1,
n=0,1,....
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Separando o termo ~ In z no somatoério em k£ Para encerrar, a mesma funcao fornece uma

segunda solugao para ¢ = —p =0, —1,—2, ..., dada por

gCH_P(Z) = Zl+pU(a+ 1 +p72 +pa Z)a p = 07 1a27 ct (267)

= (=17 TIn(2)f(a+p+1524p;2) +

(p+1)

! i o (p+ 1)t k:)(_l)kaM Fila+k1+kz)—

B!

(—1)p§:(2¢(n+p+2)—¢(n+a+1+p)> T'(n+14a+p)zvrt!
I'(a+1+p) nl

p'T(a)

A fungdo ¢ finita em z = 0, ¥4,—p(0) = 75175

. Para ¢ = 0, o somatoério em k torna-se

apenas o termo k =p = 0.

2.2.5 Expansao Assintética

A partir da equagao ([2.57)), iremos achar o comportamento da fungao hipergeométrica

confluente para |z| — oc.

1Fi(a;¢;2) = —F(a)ll:((cc)— ) /0 (1 —t) 7 dt,

com a troca u = —tz
F(C) _ o _ 1 u\ c—a—1 -z _ _ u\ c—a—1
F e — _ a U, a <1 _) d u, a 1(1 _) d
1Fi(a;¢;2) —F(a)F(c—a)( 2) (/0 e "u —i—z u+/oo e "u —|—Z u
) (un

(I): |z] = o0
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(I1):

—Z c—a—1 _ 0 c—a—1
(1) = / e (1 + E) ut "ty T / e (E) (v —2)" dv,
- z 2

o0

|z]—o00
~

= (II) =~ —ezz“_c+1(—z)“_l/ e T dy = —e*2* T (—=2)" (e — a).
0

Assim:

1Fi(a;c; 2) R i(—z)_a + Eezza_c, (2.68)

o resultado procuradoﬁ.

2.2.6 Hipergeométrica confluente como um problema de Sturm-

Liouville

Vamos aplicar a logica desenvolvida no apéndice [D] & funcao hipergeométrica confluente.

Primeiro, reescrevemos a eq. (2.46)) na forma Auto-Adjunta:

Comparando com a eq. (D.3|) (ver apéndice), temos: p(z) = z% %, q(z) = 0, w(z) =
2¢7te™% e p, = —a. Temos uma eq. de autovalores, sendo “a” o autovalor. Se Re(c) > 0
= p(z = 0) = p(z = o0) = 0, entdo nosso espago C'P é o das fungdes continuas por

partes (ver apéndice [A]) com z € [0,00), onde os vetores y, € Yo (a # a’) sdo ortogonais

com relagao ao produto interno (D.5)), i.e.

/ e * Fy(a;c;2)1 Fy(dse;2)dz =0, a #d', Re(c) >0 (2.69)
0

Yrepare que a eq. (2.68) cresce exponencialmente, por isso a singularidade no infinito é irregular
(essencial). Veja o apéndice [B| para mais detalhes.



38

2.3 FExercicios Propostos

(1) Integral eliptica completa de primeiro tipo e o periodo do péndulo simples:

(a) A integral eliptica completa de primeiro tipo é definida como

! dt
k(m) :/0 T < (2.70)

Comparando com a forma integral (2.21)) da fungao hipergeométrica, demonstre a igual-
dade:

T 11
k(m) = §2F1<§,§;1;m>

(b) O periodo de oscilagao de um péndulo é dado pela integral:

O Onr
29 Jo \/cosB — cos By g Jo \/sin2 (9%) _ sin? (GTM)

onde [ é o comprimento do péndulo, g a aceleracao gravitacional e #,; o angulo maximo

de oscilacdo (ponto de retorno). Com a troca sin ¢ = sin (aﬂ) z, (0 <x <1)eusando a

2 2
eq. (2.70)), chegue em:

T = 4 él{:[sin2 (67]\4)] = 27r\/g o Fy (%,%; 1; sin? (971\4)) ,
< oL () G (%) w0 (s ()]
(2) A defini¢ao da fun¢do Gamma Incompleta é:
v(z,z) = /OI e 't = 2 /Oﬁ e ¥ du, x>0, (2.71)

Através da representacao integral (2.57)), verifique a igualdade:

z

Y(z2) = =12+ 1 —a), (2.72)
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(3) A funcao Beta Incompleta é definida como:
B(a,b), = / M1 =), 0 <2 < 1, (2.73)
0

(a) Demonstre a seguinte série de Taylor:

bl s=T(1—b+n)t
O=0""=> “ri—p

(b) Substitua o resultado da letra (a) na definigdo de B(a,b),, inverta a ordem da soma

e integral e integre para obter o resultado:

a1 —b4+n) "
B(a,b)xzxz T(1—0) nl(n+a)

n=0
(¢) Comparando com a série (2.4]), conclua que

a

B(a,b), = x—2F1<CL, 1—b;a+ 1;x) (2.74)
a
(4) Utilizando as representagoes de séries de poténcias da hipergeométrica e da hiperge-
ométrica confluente (egs. (2.4) e (2.49)), demonstre a formula:

ot 'v+1 k
/0 € )\tt 1F1<Oé;’)/; kt)dt = %QF:[(OZ,V‘F 1,’)/, X) (275)
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Capitulo 3

Resolvendo problemas com as

Hipergeométricas

Uma EDO associada a um sistema fisico concreto, e.g. um problema de Mecéanica Quéan-
tica, provavelmente, nao tera o formato nem um pouco parecido com a de ([2.1)) e nem com
. Isso nao necessariamente implica que a solu¢ao nao possa ser escrita em termos
de hipergeométricas. Existe um certo procedimento para saber se é possivel reescrever
a EDO em termos da hipergeométrica ou da hipergeométrica confluente. O primeiro, e
mais dificil, passo é utilizar uma coordenada adimensional e que seja “natural’ﬂ - aqui

estd a arte, nao hé regra tal escolha, apenas a troca que funciona.

3.1 Hipergeométrica

Assumindo que jé estamos utilizando a coordenada adimensional “natural” z e ela é defi-

nida no intervalo 0 < z < 1. Se a EDO possui a estrutura

A= ot B -l @+ (o 2 e =0 B

1—2

IPor exemplo, se a EDO possui funcdes que s6 dependem de x2? é mais “natural” utilizar z = 22 como

variavel.
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entao podemos escrevé-la em termos de uma hipergeométrica - «, 5, p, d € w sao nimeros
reais. Uma dica para relacionar essa EDO com a hipergeométrica é olhar para as singu-
laridades. De acordo com o procedimento explicado no apéndice , a eq. possui
singularidades regulares em z = 0,1 e oo,E| (exatamente como a hipergeométrica). A eq.

caracteristica para a singularidade em z =0 é

ki +(a+B—1ko+ =0, (3.2)

2
-1 (5

Jé& para a estudar a singularidade em z = 1 primeiro vamos fazer a troca 0 =1 — z. A

EDO fica

(1—0)oy"(0c) — (a+Bo)y (o) + (p—l—%—%%) y(o) =0,

agora analisamos a singularidade em o = 0. Sua eq. caracteristica é

E—(1+a)k+w=0,, 3.3
1

o l+a 1+a)?

-yt () -

Vamos propor um ansatz que fatoriza essas poténcias, i.e.

y(z) = 2" (1 — 2 F(2), (3.4)

onde kg é (uma) solugao de (3.2)) e k; é (uma) solugao de (3.3). Derivando:

Vi) == [RFe) - PR + P
" o zko — > k1 ]{7_(2] kl(kl — 1> _ k’o z — A
y'(z) =2"(1-2) {{22—# 1= 2 22(1—2)(1+ (2ky — 1)) | F(2) +

2A EDO mais geral envolvendo polindmios com trés singularidades regulares, em 21, 22 € 23 arbitrarios
é a de Riemann-Papperitz, veja o capitulo 5 da referéncia [2]. A eq. (3.1) é seu limite para z; =0, 20 =1
€ z3 — OQ.



Substituindo em (3.1)) e com um pouco de cuidado chega-se em

2(1—2)F"(2) + [ + B + 2k — (B + 2ko + 2ky1)2] F'(2) +

|9 = kolko = 1) = ki (ks — 1) = 2hoky — (ko + k) +
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+§ (kg + (a+ B —1)ko+0) + i (kf — (1+ a)k +w) ]F(z) =0. (3.5

Comparando com (3.2)) e (3.3)) fica evidente que a terceira linha da eq. é nula. O ansatz

escolhido eliminou os “problematicos” ~ 1/z e ~ 1/(1 — z) da EDO uma vez que os ter-

mos associados a atuagao do operador diferencial nas quantidades fatorizadas reproduzem

as estruturas de “equacoes de Euler” que determinam as proprias equagoes caracteristi-

cas. Por isso (3.2)) e (3.3) aparecem na terceira linha (termo sem derivadas em F(z))

multiplicando os termos “ruins’ﬂ de (3.5)). A nova eq. é simplesmente

2(1 = 2)F"(2) + [a+ 8+ 2ko — (B + 2ko + 2k1)z] F'(2) +

—[=p+kolko — 1) + ki (k1 — 1) + 2koky + (ko + k1) 8] F(2) = 0,
uma hipergométrica com

c=a+ [+ 2k,
a+b+1=08+2ky+ 2k,

ab=—p+ko(ko— 1)+ ki(ky — 1) + 2koky + (ko + k1)5.

Resolvendo a eq. quadratica para a ou b temos:

—1 —1\?
GZBT+I€0+]€1—\/(67> + p,

2
b:E+ko+k1+\/<E) + p.

2 2

(3.7)

Lembrando que a e b sdo simétricos (tanto faz chamar um de a e o outro de b, mas a

escolha de sinais desse jeito seré relevante - temos certa preferéncia em impor condigoes

3No fim da secdo a discussdo sobre esse ansatz sera retomada.
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sobre a). A solucao geral de (3.1)) ¢ determinada por (2.10) (¢ ¢ Z) como
y(z) =271 — 2)" [A sFi(a,b;62) + B2 %Fi(a+1—c¢,b+1—¢2—¢z)], (3.10)

onde a, b e ¢ sdo dados respectivamente por (3.8), (3.9) e (3.7) e 0 < 2 < 1; Ae B
sdo constantes. Os parametros kg e ky s@o solugdes (uma das raizes) de (3.2) e (3.3). A

fatorizagao feita gerou uma nova EDO com outras singularidades (da hipergeométrica),
mas elas permanecem regulares e nos mesmos pontos, entao toda solu¢ao de uma EDO
com singularidades regulares em z = 0, 1,00 (a EDO ¢ a mais geral com essas carac-
teristicas) pode ser escrita em termos de hipergeométricas (quando ¢ # Z) multiplicadas
por 2k (1 — z)k,

Um exemplo de aplicagao do resultado (3.10) é a eq. (trocando z — u = 1/z).
Nelap=w=0,a=c—a—-b—1,=2—ced = ab. Escolhendo a raiz k; = 0 e
ko = a (poderia escolher a outra opgao kg = 0), torna-se exatamente (2.17)) para o

argumento 1/z.

Em fisica a solu¢ao geral de uma EDO nao é o fim da historia, precisamos impor as
condigoes de contorno do problema. O caso mais comum ¢ |y(0)] < oo (ou y(0) = 0).
Uma condigao de contorno desse tipo nos motiva a escolher a raiz kg adequada. Suponha
k;[(,i) reals e com sinais opostos, necessariamente ké” >0e ké_) < 0 a escolha mais
simples a se fazer é kg — k((]+) (que deve ser refletida em a, b e ¢ — ay, by e cy). Essa
opgao de raiz ndo é necessaria (tudo continuaria funcionando se escolhéssemos kg = k;((f) )
mas precisamos escolher uma e essa é mais amigével. Tomando z < 1, a expressao ganha

a forma

y(z) = zkéJr> [A (1+0(2))+ B e (1+ O(z))}
— AR (14 02)) + B2k e (14 0(2))
— AN (14 0®)) + B2 a2 (1 4 0(2))
()

=AM (11 0() + B2t RT (140(2),

=AM (14 0(2) + B (14 0(2),

4Resumindo, consideramos ¢ < 0.
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exatamente o esperado (de acordo com o estudo feito nas redondezas do ponto singular).
Se a raiz ké_) fosse a escolhida, A e B estariam trocados (pois 1 — o — 3 — k‘(()i) = k(();)).
Continuando, essa escolha de raiz leva ao assintético acima e ao impor a condicao de
contorno |y(0)| < oo (ou y(0) = 0) somos obrigados a fixar B = 0 (lembrando que por

hipotese k(()_) <0e k(()+) > 0). A funcdo procurada é

(+) (+) i
y(z) = AzFo (1 — )" g Fy(ag, by e 2) = AZM0 (14 0(2)), k;(() ) > 0.
Em quase 100% dos casos relevantes em que as raizes ky sao reais, apenas uma satisfaz a
condicao, mas e se ambas funcionarem? Quando isso aconteceﬂ temos uma outra histéria

e nao vamos abordar o assunto.

Em outros problemas, a condi¢ao de contorno esta definida em z = 1. A logica permanece
a mesma, supondo k;gﬂ >0e ki_) < OEL e a condigao |y(1)| < 0o, 0s mesmos passos sao
seguidos. A diferenca esta no fato dessa andlise dar bem mais trabalho (vocé precisara de

(2.29)). O resultado tera a forma

y(2) = C (1 -2 (1+0(2))+D(1—2)*" 14+ 0(2)), (3.11)
B I'(c) I['(2—c¢)

C=Ta+1-h) {A Te—ar(e—b) " PT=ar(- b)] o (312
_ ['(c) ['2-c¢)

D=T(-a-1+k) {A RO b T(a—c+1)I(b—c+ 1)} (3.13)

Repare que a + 1 — kgi) = kjf), portanto cada termo possui uma das raizes de 1}
Escolhendo ky — ki” > () é preciso fixar D =0 (k§_) < 0) para a condigao de contorno

ser satisfeita, criando uma relagao nao trivial

I'(2 — )l (ay)0(b4)

A= _
I'(ay —cy + Dby — ey + 1I(cy)

(3.14)

entre as constantes.

Por fim, a situa¢ao mais interessante (bem comum em Mecanica Quantica e Eletrostatica)

56 >0 e 12978 5 /5, entdo ki) > 0.
bw < 0.
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¢ quando as duas condigoes de contorno existem simultaneamente, e.g., precisamos de
ly(0)|, |y(1)] < oo. Escolhendo as raizes positivas de kg e k1 (as mesmas hipoteses feitas,
anteriormente - d,w < 0), a restrigdo na origem elimina a constante B e a solugao tem a,
forma dada por (3.10]), porém com B = 0 nao é possivel, a priori, satisfazer o requerimento
de |y(1)] < oo uma vez que essa condi¢gdo de contorno culmina em (3.14) e B = 0
implicacaria em A = 0 (a solugado é trivialmente nula). Mantendo A # 0 (tinica opgao que

temos), ao redor de z = 1 a solugao é dada por (3.11)) com B = 0, logo o termo divergente

r (-kﬁ) T(cy)
I'(a+)T'(b+)

Dy(1— 2 =4 (1— 28, (3.15)

domina o comportamento da fungdo. A tnica forma de eliminé-lo é impor —a, = n =
0,1,2,.. ﬂ Com essa escolha a hipergeométrica é um polinémio de grau n e obviamente
nao diverge em z = 1E|. As duas condig¢oes de contorno nao apenas fixam completamente a
solucdo (a menos de uma constante multiplicativa), como também restringem os possiveis

parametros do modelo. A solugao final é

yn(2) = An 27 (1= )8 R (—n by ey 2), (3.16)

2
_— —(6;1)—k§+)—k§”+\/(ﬁgl) o

) e ) e

onde a hipergeométrica é um polinémio de grau n. A férmula (3.17)) mostra que a decisao

em discretizar a ao invés de b (ver diferenca de sinais em e (3.9)) foi acertada. O lado
esquerdo da igualdade é positivo, com o outro sinal o lado direito seria necessariamente
negativo levando a uma contradi¢cao. Em problemas de Mecanica Quantica para estados
ligados temos exatamente essas condi¢oes de contorno e algum parametro da EDO, por
exemplo p, é fungdo da energia. Assim determina que o espectro de energia do

sistema s6 pode assumir certos valores discretos, ele ¢ quantizado (ver exercicio (4)).

"A explicacdo da escolha de a ao invés de b, ver egs. |i e (3.9), esta na proxima pagina.
8Qutra forma de pensar é olhar diretamente para o assintotico (3.15), se ay = —n, entdao 1/T(ay) =
1/T(—n) — 0 e o termo divergente desaparece.
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Outra possibilidade é z < 0 com uma EDO da forma

AL =2y () + [+ B(L— 2y (2) + (p+ é) y(z) = 0. (3.18)

Agora nao passamos pelo ponto singular em z = 1. As singularidades (regulares) de
interesse sao z = 0 e z — —oo. Como nao ¢é possivel expandir a fungao ao redor da singu-
laridade regular no —oo (o caso irregular é diferente, ver proxima se¢ao) via coordenada,
z, apenas o limite z — 0 é analisado para a construcao do ansatz, levando ao mesmo
resultado de . A solugao geral é (3.10) com k; = w = 0 e com ela basta impor as
condigbes de contorno do problema em z = 0 e z — —oo (com a ajuda de (2.34)) para

fixar a funcao desejada.

Um ultimo comentéario. Em toda a analise feita aqui os parametros kg e k1 sempre foram
considerados ntimeros reais. Em problemas de mecanica quantica envolvendo espectro
continuo de energia (“espalhamento” unidimensional) tais nimeros sao complexos. Isso
nao muda absolutamente nada na construcao feita, a solucao geral ainda é valida,
uma vez que sua derivagao é fruto de trabalho puramente algébrico, em nenhum momento
foi dito que kg e ky deveriam ser reais. A diferenca brutal desse caso estd no uso dessa
solugao geral em problemas no espectro continuo, onde as condigoes de contorno sao
outras e o todo o desenvolvimento apresentado a partir de deve ser alterado para

adequéa-lo ao novo cenario.

3.1.1 Por que fatorizar as singularidades deu certo para hiperge-

ométricas?

A solugao geral de uma EDO com singularidade regular em z, e eq. caracteristica com

raizes ki possui comportamento

y(2) ~ Ay (2 = 20" [L+ Oz = 20)] + A (2 = 20)* [1+ Oz — 2)].

A
~ A (z—20) |1+ 0(2 — 2) + A—jF(z — 20)FF M (1 + O(2 — »))
+
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Um ansatz da forma y(z) = (2 — 29)* F(z) implica que a forma geral de F(z) ao redor

da mesma singularidade é
F(2) = Oy [140(z = 29)] + Ca (2 = 20)" ™ [1+ O(2 - )],

ou seja, as raizes caracteristicas de F'(z) sao ki' = 0 e kf' = k+ — kx. Necessariamente
uma raiz é nula (a que foi fatorizada), assim F'(z) é a solugao geral de uma EDO com essa
propriedade. Esse é exatamente o caso da hipergeométrica tanto no ponto zy = 0, raizes
sao 0 e 1 —¢, quanto na singularidade em z; = 1, agora com raizes 0 e c—a—b. A discussao
é um tanto 6bvia, mas é importante ter em mente que ao fatorizar a singularidade regular
a nova EDO tera uma raiz nula e nem todas as fungoes especiais satisfazem esse requisito,

e.g. Bessel.

3.2 Hipergeométrica Confluente

Problemas que envolvem a Confluente sao bem mais simples (em relagao aos apresentados
na se¢ao anterior). A proposta continua a mesma, temos um modelo fisico descrito por

uma EDO que na coordenada “natural” (adimensional), 0 < z < oo, tem a forma

2" (2) + (o + B2)y (2) + (p + g + wz) y(z) =0, (3.19)

A eq. é quase a confluente, mas 0 e w “estragam a festa”. Nao ¢é dificil descobrir, usando
o método apresentado no apéndice [B], que essa EDO possui uma singularidade regular
em z = 0 e uma irregular em z — ool Os parametros da singularidade na origem sio

solugoes da seguinte eq. caracteristica

B4+ (a—1Dk+5=0,, (3.20)
l—«

1_ 2
b Lo [T—ap

5 1 — 0.

9Essa é a EDO mais geral com essas singularidades envolvendo polinémios.
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Para entender o comportamento das solu¢oes dessa EDO nas proximidades de z — oo
vamos dividir (3.19)) por z e tomar z > 1. Desprezando termos O(1/z) a eq. pode ser

aproximada por

y'(2) + By (2) +wy(z) = 0,

uma EDO de coeficientes constantes. A solucao é da forma y ~ e’“ﬂ onde k satisfaz

K+ Bk +w =0, (3.21)
s p?
=" 44/ —w.
R4 9 1 w

Vamos fatorizar esses assintoticos através do ansatz
y(2) = 2™ F(2), (3.22)
sendo k e K, respectivamente, solugdes de (3.20) e (3.21]). Derivando

y'(z) = 2"e™ [(é + /f) F(z) + F'(Z)} , (3.23)

y'(z) = 2Fer Krf L M+) F(z)+2 (/f + g) F'(2) + FW)} :

z 22
Substituindo em (3.19) e simplificando com carinho

2F"(2) + [a+ 2k + (B +2K)2] F'(2) +

+[p+m+k:(@+2/<;)+ (k:2+(oz—1)k:+5)§+ (H2+B/€+w)z]F(z) = 0.

Devido as igualdades (3.20)) e (3.21)) os termos probleméticos na segunda linha (~ 1/z e
~ z) sao nulos. O problema foi eliminado, mas a EDO nao é exatamente a confluente se

B+ 2k # —1. Na verdade precisamos de uma simples troca de variavel

z=— u. (3.24)

0Deixando clara a singularidade irregular.
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Na nova coordenada u a confluente fica certinha, dada por

wF"(u) + (a + 2k — u) F'(u) — [gi‘;‘z + l{:} F(u) =0, (3.25)
cujos parametros sao
o= gi‘;‘g , (3.26)
c=a+ 2k. (3.27)
A solugao geral é
y(z) = zke’”{A 1Fi(a;e;—(B+2k)z) +

B[~(8+2k)2]"° 1F1(1+a—c;2—c;—(ﬁ—l—Zm)z)}, c¢Z,, (3.28)

com a e ¢ definidos por e , respectivamente. A fatorizagao feita relacionou
com a confluente . A nova EDO possui singularidades diferentes, mas elas
permanecem em 0 e no 0o, sendo a primeira regular e a segunda essencial. Assim demons-
tramos que toda solucao da uma EDO com essas singularidades nesses pontos ( éa

mais geral) pode ser escrita como confluentes, no argumento u, multiplicadas por zFe®*.

Independente da raiz escolhida para k, por inspecao direta ky +1—cy = kg, para |z] < 1
y(2) = A" (14 O(2)) + B[~(8 +2r)]'7°2" (1 + O(2)).

Para terminar suponha um problema (digamos de Mecanica Quéantica) descrito por uma
EDO da forma com d,w < 0, logo ky,ky > 0e k_,k_ < 0. As condigoes de
contorno sao |y(0)], |y(co)| < co. Vamos escolher as raizes (adequadas) k = ky e k = K
na solucao , consequentemente temos os sinais superiores em (3.29) e a condigao

de contorno na origem fixa B = 0 (a solugdo ~ z*- diverge na origem). Para analisar o
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comportamento em z — oo vamos contar com a ajuda de (2.68), portanto

ISP G N (O B (O B
y(z) =~ Az'e (m( w) —i—F(a)eu )

x Zk++afce(/<_7572n_)z — Zk++afcen+z — 00,

a solucao diverge exponencialmente, x, > 0. A tunica forma da condi¢ao de contorno

ly(co| < oo ser satisfeita é se o assintotico (2.68)) nao for valido, em outras palavras se

—a=n=0,1,2,... - a confluente é um polinémio de grau nH A solucao que atende as
condi¢oes de contorno possui parametros quantizados por a = —n e tem a forma:
Yn(2) = Ap 2Fre" " Fi(—njcp; —(B+26_)2), n=0,1,2,..., (3.29)
p+ak_ p— 0‘2—5 o
n=—-—pF——ki=——=—=— - —ky,
B+ 2K V32 —4dw 2

et R SN (T (3.30)

\/52—4(,()_2 4
cr=a+2k=1++/(1—-a)2—-46, §<0, <1 (3.31)

Num problema de Mecanica Quantica essas condi¢oes de contorno surgem em estados

ligados. O parametro p é funcao da energia que fica quantizada por (3.30)).

O comentério feito no fim da subsecgao permanece valido aqui. A solugao geral (3.28)
¢ verdadeira mesmo se os parametros forem ntmeros imaginérios, por outro lado, esses

casos aparecem em problemas fisicos com outras condigoes de contorno.

3.3 Correspondéncia entre os dois casos

Como demostrado em ([2.53), a EDO hipergeométrica tem como limite a EDO hiperge-
ométrica confluente quando a singularidade em z = 1 é levada para o infinito de forma
bem especifica - as duas singularidades regulares no infinito tornam-se uma singularidade

essencial. E valido cogitar a existéncia de um processo que conecte as EDO’s (3.1)) e

HRepare que para a = —n, o segundo termo do assintético desaparece pois 1/I'(a) = 1/T'(—n) =0e o
primeiro termo fica ~ z=% ~ 2™ (polindomio de grau n).



51

(3.19). Tal procedimento existe e € bem capcioso. Vamos comegar de forma semelhante

ao feito para ligar a hipergeométrica com a confluente, tome z — ez (d/dz — 1d/dz),

entao e.(3.1]) fica

2(1—ex)y” + [a+ Bl —ez)] y + (

as “barras” nos indices foram colocadas para evitar confusao na notagao. O préximo passo

é realizar as seguintes modificagoes

d (3.32)

agora temos

0 w w 1
z(l—ez)y”+(a+ﬁz)y’+(p—i—————i—— )y:O.
z € €l —ez

Tomando o limite € — 0, utilize 1/(1 — €z) = 1 + ez + O(e?), a EDO (3.19) ¢é obtida. Os
mesmos limites podem ser tomados em outras quantidades de interesse, por exemplo, as

raizes caracteristicas da singularidade em z = 0, eq. (3.2)),

k(i)_l—af—ﬁi\/<1—a—ﬁ)2_g_>1—(1:,:\/<1—a>2_5’
2 2 2

0 2

exatamente a eq. (3.20). Ja as raizes da singularidade em z = 1, eq. (3.3]), possuem um

limite menos trivial (ja que essa singularidade “flui” para o infinito)

2
1+a 1+a)? l+a+2 l+a+2 w
kE = + —os et ) -2

: 2 2 “ 2 2 e’

<§i,/%2_w) %+0(EO),

portanto ao comparar com ([3.21]), temos o limite

- () _ _
11_{1(1)6/61 = —Kg.
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O resultado é exatamente o necessario para relacionar os termos fatorizados (1 — 2)* (do

caso “hipergeométrico)) e €"* (caso “confluente”), ja que

K

(1-— z)k5jE> — lim(1 —ez)” @ = "7 (3.33)

e—0

Fica como exercicio utilizar (3.32)) para derivar (3.30)) a partir de (3.17) (ndo é uma tarefa

complicada).

3.4 FEzxercicios Propostos

(1) A equagao de Schrodinger estacionaria para particula de massa M no famoso potencial

de Poschl-Teller é

h? d2¢(x) Vo
oM di? 2()
cosh” [ £

zo

W(z) = EY(x), Vo > 0.

Considerando um estado ligado (E < 0), ou seja, a autofuncao de energia obedece as
condigbes de contorno ¢(—oo) = ¥ (oc0) = 0: (a) faca a troca “natural” (ou melhor magical)
z = (1 —tanh(x/z¢))/2 (repare que 0 < z < 1) para chegar na nova EDO

2 (wok)?
4

2(1=2)9"(2) + (1 = 22)9'(2) + | (o))

onde k = /—2ME/h?> e A = /2MVy/k?; (b) Compare a eq. acima com 1' (c)

Seguindo o texto da sec¢ao determine as autofungoes de energia (nao normalizadas) e

o espectro de energia (obtidos diretamente de (3.16]) e (3.17]))

(2) Determine as autofungoes de energia (ndo normalizadas) e o espectro de energia para
o potencial de Morse V(z) = V} (6_2% — 26_%> no caso de estado ligado - £ < 0 e
(—o0) = P(oc0) = 0. Dica: Faga a troca z = 23:0\/2]\;16_1/%0 (M é a massa da
particula) para chegar numa eq. nos moldes de . Seguindo o texto da secao as

autofungoes serao dadas por (3.29)) e o espectro de energia determinado por (3.30)).
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Capitulo 4

Polinbmios de Hermite

4.1 Definicao via Funcao Geratriz, Relacoes de Recor-

réncia e a EDO de Hermite

Uma 6tima forma de definir os polinomios de Hermite (H,,(u)) é como os coeficientes da

série de poténcias da seguinte funcao geratriz
o Zn
g(z,u) = e #F20 = — Hy,(u) (4.1)
n!

n=0

Tal definicao é util, pois possibilita a derivacao de relagoes de recorréncia entre os polind-

mios de forma muito simples. Aphcando na eq. acima;

o0

dg > ! 2"
= (=2z242u)g=) —— —H,
0z (=22 +2u)g ; (n—1)! — n! wi(u

= (2uHy — Hy) + > (2uH, — 2nH, _ — Hy, 1)
n=1

=
n!

nos levando a relagao de recorréncia:

Hl = QUH(),

2uH, —2nH, 1 =H,1, n=1,2,..., (4.2)
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que permite a obtengdo de qualquer H,(u) conhecendo apenas Hy. Como ¢(0,u) = 1,

temos que Hy(u) = 1. Logo, os primeiros polinémios podem ser facilmente encontrados

via eq. (4.2):
Ho(u) = 1; Hy(u) = 2u; Hy(u) = 2(2u® — 1); Hy(u) = 12u(§u2 . 1). (4.3)

Agora, vamos derivar a funcao geratriz em relacao a variavel u para encontrar outra

recorréncia:

0y 2
2”21 r n(w) = 2; ()
= H, =2nH, 1(u) (4.4)

Derivando a eq. (4.4) e usando a eq. (4.2)) chegamos & EDO de Hermite:
H/(u) — 2uH] (u) + 2nH,(u) =0 (4.5)

Os polinomios de Hermite s6 representam uma das solugoes dessa eq. diferencial de

segunda ordem. A outra solugdo (que nao é um polindémio) sera discutida na segao (4.3)).

4.2 Ortogonalidade e norma dos Polinémios de Hermite

Seguindo o método desenvolvido no apéndice [D] iremos mostrar que os polindmios de
Hermite sao vetores ortogonaisﬂ do espaco vetorial das fung¢oes continuas por partes (ver
apéndice com o argumento u € R (na verdade eles formam uma base desse espago

vetorial). Para isso, vamos reescrever a eq. (4.5) na forma Auto-Adjunta:

(6_”2 H,’@(u)), = —2ne " H,(u)

Lem relacao a um produto interno a ser definido



95

ou seja, a EDO de Hermite é uma eq. de auto-valores. Comparando com a eq. geral

(D.3), temos que p(z) = w(z) = e (= 0, quando u — +00), q(x) = 0 e u, = 2n.

Substituindo em ({D.5)):

(H,, H,,) = /_OO e Hy(u)Hyp(u)du =0, n#m

[e.9]

Além da ortogonalidade, também precisamos da norma do vetor (para normalizar a fungao

de onda do oscilador harménico por exemplo), i.e. de
(H,, H,) — / e~ H,(u)?du = A,
0

Com a ajuda da ortogonalidade e da eq. de recorrécia (4.2)), calcular tal norma sera uma

tarefa bem simples, vamos & ela! Pela eq. acima:

2nAn—1 = / G_UQ (2an—1)Hn—1du eCI- / 6_112(_[—171-%1 + 2Ulin)[_—’n—l
0 0
_ / e H, (2uH, _1)du “E2 / ¢~ Hy(Hy +2(n — 1)) Hy_s

—00

= / e’“QHZdu:An

—0o0

= A = 2+ 1A, (4.6)

A eq. (4.6]) relaciona as normas dos polinémios H,, e H, 1, logo s6 precisamos calcular

o0

(Ho,Ho) = AO = / €7UQdU = ﬁ

—00

para conhecer qualquer A,,.

A = 2Ag=2ym, Ay =222m, Ay =2331\/1 ...

= A, = 2"nl/m,
ou seja:

(H,, Hy,) = /O h e " Hy(w) Hpp (w)du = 2"n\\/T6m (4.7)
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4.3 Relacao com a funcao Hipergeométrica Confluente

Até aqui, discutimos as principais propriedades dos polinémios de Hermite exatamente
da mesma forma que o leitor pode encontrar em qualquer livro de fisica matematica ou
mecanica quantica (ver referéncias bibliograficas). Entretanto, o que nao ¢ muito discutido
na literatura é que quando vamos resolver a eq. de Schrédinger para o oscilador harmoénico

nao chegamos imediatamente & eq. diferencial (4.5)), mas sim em
H!(u) — 2uH),(u) 4+ 2vH,(u) = 0 (4.8)

com, a priori, v > —%. Entao por que nos interessamos tanto pelo caso v = n =
0,1,2,...7 E qual é o paradeiro da segunda solucao independente desta eq. diferencial
de sequnda ordem? As respostas para essas perguntas estao na relacao entre a funcao
H, e a hipergeométrica confluente, juntamente com as condigoes de contorno impostas

pela mecanica quantica. Tal relacao pode ser facilmente obtida com a troca x = u? que

transforma a eq. (4.8) em:

d*H,(x) 1 dH,(x) v
T da? * (5 —x) dx * EHV(I) =0

que ¢ a EDO hipergeométrica confluente para a = —%, ¢ = %, cuja solugao é dada pela

eq. (2.49), i.e.

H,(u) =AV1F1(— g; ;uQ) +Byu1F1(—

DN | —

Em mecéanica quantica essa solugao aparece como autoestado de energia para o modelo
do oscilador harménico simples, V(u) ~ u?. Como o potencial ¢ uma fungio par, as
autofungoes de energia tém paridade bem definida, i.e. a solug¢ao deve ser par ou impar.
A solugao geral de (4.9)) nao possui paridade definida, uma vez que a primeira fungao é par
e a segunda é fmpar. Por isso, sempre precisamos descartar uma delas, para autofungoes

pares tomamos B, = 0 e para impares A, = 0. Uma outra exigéncia da mecéanica quantica
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é que a fungao de onda obedeca condi¢oes de contorno de forma que a integral
(H,, H,) = / e H, (u)2du, (4.10)
0

convirja. Isso s6 é possivel se H, for um polinémio (1 F;(—n;c;u?), n € N) - devido ao
. 2 . L. ~

crescimento ~ e* |, u > 1, para valores arbitrarios de a. Entao se v =n = 0,2,4,...,

devemos tomar B,, = 0 (solugdo par) e se v =n = 1,3,5,... A, é quem deve ser nulo

(polinémio fmpar). Em suma temos:

(4.11)

onde as constantes foram ajustadas para as eqgs. (4.2) e (4.11) coincidiremﬂ O estudo
desta segao explica o porqué de v — n = 0,1,2, ... (justificando a quantizagao da energia

do oscilador) e o motivo de s6 utilizarmos uma das solugoes da EDO de Hermite.

Uma abordagem alternativa (mais trabalhosa, porém instrutiva) seria impor primeiro
a condicao da convergéncia de . Como ja foi alertado, de acordo com a forma
assintotica da hipergométrica confluente, equagao (2.68)), cada solugao separada de
possui um termo ~ ev’ que necessariamente iré divergir (exceto se a confluente for um
polinémio). Por outro lado, podemos tentar cancelar as divergéncias de cada solugao para
obter uma funcao cuja integral convirja. Tomando u > 1, o termo divergente da

solugdo geral de H,(u) tem a forma (a outra parte assintotica tende a zero pois ~ e~/ 2)

N L(1/2) ( oy -4-% L(3/2) ( o\-4+i-% u2
A 1 B w?
L(-5) 2T(-5+3)

onde foi usado que I'(3/2) = (1/2)I'(1/2) = /7 /2. A divergéncia desaparece se impormos

2compare com a eq. (4.3). Também repare na clara paridade H,(—u) = £(—1)"H, (u).
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a razao

(4.13)

Definindo C, = I'(1/2 — v/2)A,, a solugao mais geral de (4.8) quadrado integravel fica

escrita como

) = g (-

NN
[\CR GV

; u2)> . (4.14)

Essa fungao é chamada de parabdlica cilindrica. Voltando para o problema do oscilador

1
D,(u) =C, <m 1F1< - g;
2 T2

harmonico, percebemos que , assim como a func¢ao geral original, nao possui paridade
bem definida ao redor de u = 0. Isso s6 ocorre se v for inteiro, para v par a segunda solugao
desaparece (polo de I'(—r/2)) e a primeira vira o polinémio de Hermite par, ja para v
impar a primeira solucao desaparece e a segunda vira um polindomio de Hermite impalﬂ.
Finalmente o resultado anterior é recuperado. Em problemas de mecanica quéantica, a
funcdo D, (u) aparentemente nao é relevante (pois possui relagdo com o oscilador, mas
nao possui paridade definida), mas ela tem o seu valor. Por exemplo, vamos supor que
temos um estado ligado que é descrito pelo potencial de um oscilador harménico para
u > 0 e outra fungao para u < 0. Entao (4.14]) é a solucao mais geral na semirreta
positiva, restrigdes nos valores de v surgirdo devido a colagem de D,(u) com a solugdo
do semi-eixo negativo. Outro exemplo onde ela aparece é no poco duplo descrito por dois
osciladores, i.e. V(z) = hw(|z| — a)?, com u = /ZZ(|z| — a). Nesse caso a paridade nao
estd em v = 0, mas deve ser imposta em x = 0, isso leva a uma discretizag¢ao nao trivial

dos valores de v.

4.4 FEzxercicios Propostos

(1) Derivagao alternativa da eq. (4.9):

Faga a troca H,(u(z)) = /xW (z) (onde x = u?) na eq. (4.8), encontre a eq. diferencial

3Essa construgio é que motiva esse arranjo de fungdes Gamma na defini¢ao de D, (u).
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para W (x) (uma hipergeométrica confluente) e chegue novamente em (4.9).
(2) Formula de Rodrigues

Uma outra forma de definir os polindmios de Hermite é através da formula de Rodrigues:

2dn 2
H,(u) = (—1)"e* —e ", 4.15
(W) = (—1)e T (415)

Verifique que para os valores de n =0, 1,2 e 3 ela coincide com a eq. (4.3]).
(3) Expansao de uma fungao em termos dos polindmios de Hermite
(a) Seja F'(u) uma fungao continua por partes (ver apéndice [A]), com u € R. Supondo

que F'(u) possa ser expandida em termos dos polinomios de Hermite

= iCan(u), (4.16)

mostre (com a ajuda da eq. (4.7)) que

¢ F(u)H,(u)du. (4.17)

(b) Prove a chamada relagao de completude (ver eq. (D.8)):

S(u—u) = e’ ZO %]—.&;ﬂ) (4.18)
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Capitulo 5

Funcoes de Legendre

5.1 Polindmios de Legendre

5.1.1 Funcao Geratriz, Relacoes de Recorréncia e Equacao Dife-

rencial

Os polindmios de Legendre (P;(x)) podem ser definidos através da seguinte fungao geratriz:

:c,tz— Px)t, 0<t<1, -1<zx<1 5.1
1= e lz(; l &)
Como ¢(z,0) = 1, entdo Py(x) = 1. O que sera suficiente para conhecermos todos

os polinomios Pj(x), assim que derivarmos algumas relagoes de recorréncia. Para isso,

comegarei aplicando % em 1)

[o.o]

ag(w’ t) r—t 1—1 l—>l+1 I
- [P(z)t l+1)P, t
ot (1 — 2tz + t2)1/2(1 — 2tz + 12) Z lz:;( + 1) P ()

i 2L Zpl = (122t +3) Y (I +1)Pii(2)
=0
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Agrupando os termos em poténcias de ¢

(xPy — P)t° + (32Py — Py — 2P)t+ Y [(21+ 1)aP — (14 1)Pry — P4t =0
=2

levando a relagao
(+ 1Py =204+ 1)z —1P_4, 1=0,1,... (5.2)

Os polinémios P(x) podem ser facilmente derivados, para qualquer [, via eq. (5.2)),

sabendo que Py(x) =1 (como ja haviamos adiantado). Os primeiros termos sao:

Py(x) = 1, P(x) =z, P(z) = %(i’mg - 1),
1

Py(z) = 5(5553 —37), Py(x) = é(35x4 —302° + 3) (5.3)

Outras recorréncias, agora relacionando derivadas de P(z), resultam da diferenciagao da

funcao geratriz ‘) com relagao a variavel z (P) = d];lix)),

ag('r?t) t = l - / l
oz (1 — 2zt + t?) IZ:; l IZ:; 1)

= ipl—ltl _ io:Pl/tl . 2$2Pl/_1tl + ipl/_gtl
=1 =0 =0 =2

=0 = D'+ (P -2z — P)t+» (P +P ,—2xP , — Pyt
=2

A igualdade s6 é verdadeira se cada poténcia for nula, ou seja:

Fy(z) =0, Pi(z) = 1

Fla(@)+ P_y(z) = 22P(2)+ Rlx), 121 (5.4)

Vamos efetuar a seguinte operacao: 2-Lleq. (5.2)]—(2/ + 1)[eq. (5.4)]. Apés um pequeno

trabalho algébrico

2L+ 1)P(z) = Py (z) — Py (2) (5:5)
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Combinagoes das eqs. (5.4) e (5.5) fornecem varias relagoes interessantes. Por exemplo,

eq. (5.4)+ eq. (5.5) (com ! —1—1)

Pl =xP_, + 1P (5.6)
e x(eq. —eq. )
xP | =2°P —lzP, (5.7)

Através dessas relagoes, vou derivar a eq. diferencial de segunda ordem, cujo polindémio

P,(x) é uma das solugoes. Somando (5.6)) e (5.7)

(1—2*)P =1P_, —lzP, (5.8)

uma consequéncia importante de (5.8) é: Fi(1) = P_1(1) e B(—1) = =P _1(-1), | =

0,1,2,.... Como Py(x) =1, entdo P(£1) = (&1)". Derivando (/5.8))

(1—-a2*)P'—22P/ = 1P, —IP —IxzP
eq‘l(zPZ’flPl)

assim, terminamos com a seguinte eq. diferencial de segunda ordem (onde s6 aparece P,)

(1 — 2 Pf/(x) — 20P{(x) + 1 + 1) () = 0 (5.9)

que é a eq. de Legendre. A outra solucao da eq. (5.9) sera discutida daqui a pouco (se¢ao
(5.1.3).

5.1.2 Ortogonalidade e norma dos polinémios de Legendre

A eq. (5.9) pode ser trivialmente reescrita como

(1—2*)P) =-l(l+1)h
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i.e., temos uma eq. de auto-valores (ver apéndice D)), onde w(z) = 1, g(z) = 0 e p(z) =
1 — 22— p(—1) = p(1) = 0. Logo os polindmios P, sdo ortogonais em relagao ao seguinte

produto interno

(P, Pn) = /_ Py(x)Pp(z)dr =0, l #m

1

A norma (P, P,) é facilmente calculada através da eq. (5.2)) e da ortogonalidade. Primeiro

faga Il — 1 — 1 em ((5.2)), entdo multiplique-a por P,(z) e integre:

=) = [ pwra=g [ Aw (1= DoPae) — (1= VPl
— (21;1) /1 ¢ Py(x)P_y(x)dx

1

onde a ortogonalidade foi usada.

Agora multiplique a eq. (5.2) por P,_; e integre:

(P—1, Po1) = /_1 P, = %/_11 P_i(z) ((21 + 1P — (I + 1)P,+1)

1

_ @+ [ ePen@is

1

Comparando as egs.

20 —1
(Plapl) = m(ljl—lypl—l)

Sabendo que

! 1 31
(P(),P()) = /d[L‘ZQ—)(Pl,Pl):gQ,(PQ,P2)2352,...,
-1

= () =) =) - (2= 7

Levando a forma final

(B, Bn) = /_1 Py(z) Py (v)dr = %&m (5.10)
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5.1.3 Relacao entre os polinémios de Legendre e a funcao hiper-

geométrica

Faca a troca y = 1’7“ (x = =2y + 1) na eq. diferencial de Legendre l) Apobs uma

pequena algebra

y(l=y)g5hy) + (1= 29)%3@) +I(l+1)P(y) =0

Uma rapida comparagao com a eq. mostra que a eq. acima ¢ uma hipergeométrica
com os parametros a = —[ (como deve ser para a hipergeométrica ser um polindémio),
b=1l+1ec=1. JAaquec=1 € Z, asegunda solugao independente ¢é singular no ponto
y=0 (v =1f] Sendo P(1) =1 (ver exercicio (1) deste pardgrafo) e oF}(a,b;c;0) =1, a

relagao entre essas fungoes fica

1 —
Pl(.r):2F1<—l,l+1;1; 2“7) (5.11)

Queremos deixar claro que a segunda solucao da eq. existe, mas pela relacao com
a eq. diferencial hipergeométrica fica claro (pois ¢ = 1 € Z) que ela nao é um polindémio
e diverge em y = 0 (z = 1) (da forma Iny, y — 0, como mostrado no apéndice [C]). Em
praticamente todas as aplicagdes fisicas exige-se a regularidade de P(x) no ponto z = 1
(y = 0), assim essa segunda solucao é descartada.

Outro comentéario digno de nota é que na Mecanica Quantica (e quase todas as outras
aplicagoes fl’sicasED a eq. nao aparece (a priori) com [ = 0,1,2,..., mas sim com
I = v > 0. A discretizacao de [ é uma imposicao que ocorre quando as condi¢oes de
contorno do problema exigem regularidade da solugao no ponto z = —1 (y = 1), ja que
pela eq. oF1(—=1,1+1;1;1) ~ T'(0) = oo (pdlo simples), pois c = a+b = 1, a menos

que a hipergeométrica seja um polin()mioﬂ

Lyer apéndice
2existem excecoes, principalmente no eletromagnetismo.

3um polinémio ndo pode divergir num valor finito. Além disso, a M.Q. exige que [ _11 (P,(x))*dx < 000

que nao seria possivel se P, (—1) fosse um polo simples = f_ll(P,,(:v))2dx ~ [ aiedr ~ HLM

T3y r — —1.
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5.1.4 FExercicios Propostos

(1) Usando a eq. (5.1) no ponto = = 1, mostre que P(1) =1V 1=0,1,2,...
(2) Formula de Rodrigues:

Uma defini¢ao alternativa para os polinomios de Legendre é:

1 d

Piz) = i gt

(2% — 1) (5.12)

Verifique que os primeiros termos coincidem com a eq. .
(3) Paridade dos Polindémios de Legendre: novamente com a ajuda da eq. , demonstre
a igualdade

B(~z) = (~1)'Pi(x) (5.13)

(4) Prove a relagao (basta usar a fungao geratriz (5.1)))

=

L _ %iﬂ(cos@)(é)l, r<r (5.14)
1=0

LG
multipolar (ver final do apéndice [A]).

onde cos ) = A eq. acima é muito 1til no eletromagnetismo, em especial na expansao

(5) Expansao de uma fungao em termos dos polindmios de Legendre
(a) Seja F'(z) uma fungao continua por partes definida no intervalo x € [—1, 1]. Supondo

que F'(z) possa ser expandida em termos dos polindmios de Legendre
F(z) =Y C/P(x) (5.15)
1=0

mostre (com a ajuda da eq. (5.10)) que

1
C = QZT“ F(2)P(2)dz (5.16)
-1

(b) Prove a chamada relagao de completude (ver eq. (D-8)):

5z — ') = i (2 > Y o)), —1 <20/ <1 (5.17)
=0
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5.2 Funcoes de Legendre Associadas

5.2.1 Definicao e equacao diferencial

A definicao das Funcgoes de Legendre Associadas é

P(a) = (1 =)™ Pi(r), ~1 <m <l (5.18)

A eq. acima fornece alguns resultados importantes de imediato. Um é que
(1) = B(=1) = 0 (5.19)

outro ¢ a paridade de P"(z). Fazendo x — —x na defini¢do acima mais a ajuda da eq.

(15.13)):
P (—z) = (-=1)"""P"(x) (5.20)

Também ¢ evidente que P"(xz) = 0 se m > [ (explicando parte da restri¢ao sobre os
valores de m), pois P,(x) é um polindémio de grau [, logo, se o derivarmos mais de [ vezes o
resultado sera zero. Ja a outra restrigao (—! < m) é necessaria, pois a defini¢ao (5.18) néo
faz sentido para esses valores de m < —[. Na verdade, vamos considerar, por enquanto,
apenas m > 0, mais a frente sera mostrado que existe uma relacao entre P/"(z) e P, " (z),
1.e. é suficiente nos restringirmos ao caso m > 0.

Pela defini¢ao (5.18) mais a eq. (5.3) fica facil derivar algumas das Fungdes de Legendre

Associadas:

l=1: Plz) = (1—aH)Y? (5.21)

1=2: Pj(z) = 3z(1-2*Y? Pix)=3(1-2?

1=3: Pi(z) = 2(5%—1)(1 2)V2 P2(z) = 15(1 — 2%), P} = 152(1 — 22)3/?

) 15

l=4:P(z) = 5(71‘3—3:17)(1 )2 P2 (z) = (7x —1)(1 — 2?)

Pl(z) = 105z(1 — 2)%?, Pi(z) = 105(1—x)
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O estudo que segue seré feito via relagao entre os polinomios de Legendre e a fungao
hipergeométrica mais a eq. (2.23)), o que permite (de uma forma bem simples) relacionar

as fungoes de Legendre Associadas com hipergeométricas.

d™ d™ 1—=x
dxm /() dgm? ! Li+ 2

_ | —_1)ym _
e E2) (”F(l_*:)m))(”m)‘i( D Y N

{! m! 2m 2

Usando a eq. (2.6) (com N — [ e n — m) no termo entre parénteses, as fungoes de

Legendre Associadas podem ser escritas, de forma elegante, como:

. (I+m)! (1 — 2?)m/? l—x
P = (=l 2 2F1(—(l—m),l+1+m;1+m;T>. (5.22)

A vantagem da eq. acima é que obviamente [11731;((2()?2/2 ~ [y(fg(ﬁzn/z ~oF (=l —m),l +

Lm+ Ly (y = 1_75"’) ¢ solugao da eq. hipergeométrica (2.1), com a = —(I — m),

b=Il4+m+lec=m+1,ie

2

d? ((y(l - y))_m/zpzm(y)) +(1+m—2(m+ 1)y)i((y(1 - y))_m/213lm(y)> +

dy
(C=m)+m+1)((y(1 =) " P"@) = 0

y(1—-y)

Abrindo as derivadas (e usando a igualdade (I —m)(I+m+ 1) =1(l+1) —m(m+ 1))

2 2

= (1= ) P + (- 2) B )+ ()

dy? 4y(y — 1)>le(y> =0

Voltando para a coordenada r =1 — 2y:

2

(1-— ZBQ)d—le(x) - 23;%]3,’”(:5) + (l(l +1)— m

o —2)) Prz)=0  (5.23)

(1—=z

que é a EDO para as fungoes de Legendre Associadas. Os motivos por tras da segunda
solugao independente da eq. acima ser ignorada e de nao ser discutido o caso [ ¢ N sao

os mesmos ja mencionados na se¢ao dos polindémios de Legendre.
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5.2.2 Ortogonalidade e norma das Funcoes de Legendre Associa-

das

Reescrevendo a eq. (5.23)) na forma Auto-Adjunta:

2

d o d om m meoN m
£<(1—x )%PZ (ﬂf)> —mpz (z) = =l(l+ 1P

Uma simples comparagdo com a eq. (D.3) fornece: p(x) = (1 — 2?), g(z) = et
w =1(l+1)ew=1. Aplicando o resultado dado por (D.5]), obtém-se
1
(A", P") = / deP" ()P (x) =0, 1 # 1’ (5.24)
-1

Repare que a eq. acima s6 tem sentido se os indices m’s das duas fungoes forem os
mesmos, devido ao fato de g(x) depender explicitamente de m (na verdade de |m|) e na
derivacao da eq. assumirmos que apenas o auto-valor p; = [(I + 1) muda.

O céalculo da norma nao é nada simples. O método que vamos usar é trabalhoso mas

de facil entendimento. Ele é baseado na férmula de Rodrigues para P/, algo facilmente

derivado via a formula de Rodrigues dos polinomios P,(x) (eq. (5.12))) e a defini¢ao (5.18)

1 _xQ)m/Z qmtt ) . . (_1)m/2 m/2 qmtt
o g @ ) 2! dzmH

P (x) = ( X! (5.25)

onde X = (22 — 1). Assim:
P PM B 1 Jep - (_1)m 1 p scm dm+l XZ dm+l XZ
( I 241 ) - . LI (I) - 2%(“)2 o x dxmt! dpm+l
integrando por partes (e usando que X|x: = 0)
(_1)m /1 qmti—1 . d qmtt .
=— d X)) — X" X
22112 | z dpm+i-1 dx dpm+l
apos [ + m integracao por partes:

—1) 1 dm+l dmtl
(le7plm) — 2<2 (l'>>2 / dSL’Xl |:Xm Xl:|
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Usando a férmula de Leibniz

A BE)] = " (Lo Aw) (B (5.26)

dz™

temos:

dm+l lerm I+m (m + l)[ derlfs ds+l+m
o ] () ()
dxmt! |: dpl+m :| Z (m + | — S)!S! dxm+i-=s drpsti+m

s=0

como XP é um polindémio de grau 2p (p € N)EL os termos nao nulos da soma acima sao

aqueles que obedecem, simultaneamente, as duas desigualdades:

m+1+s <2l

m+1l—s<2m

implicando que s = [ — m. Logo:

e [Xm a Xl] =1 (m + D) ( ek Xm> <d—mxl> = M@m)!(%)!

daxm+l dxttm 2m)!(l — m)! \ dz?™ dx? (2m)!(l —m)!

Substituindo o resultado acima no calculo da norma e escrevendo X explicitamente:

m  pm 2D+ m)! 1 o l
(0" p) = 220(112(1 — m)! 71dx(—1) (2* —1)
2D+ m)! T \20+1
2R [, (SO d0, @ = cosd
e gt
2 (I+m)!
2+ 1(1—m)!

onde o resultado da integral acima é dado pelo exercicio (3) do capitulo (1l Finalmente:

(5" B = )'5w (5.27)

que é a equagao procurada.

axp — ($2 1P = 2P + O(x2p—1) N dzP XP = (2p)!

dx?p
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5.2.3 O casom<0

Nosso interesse estéd na solugao, nao singular em x = 1, da eq. diferencial (é ela
que ird aparecer por toda a sua vida) e repare que a mesma s6 depende de m?, i.e. nao
depende do sinal de m. Esse fato demonstra que P, (x) (m > 0) também é solucdo da
mesma equacgao. Consequentemente ou ela é proporcional & P/ ou corresponde a segunda
solugdo independente da equagao (que é singular em = = 1). A primeira opgao é a correta,

pois P, éregularem x =1 (y = 1_7“” =0) (ver eq. (5.25) com m — —m, portanto
P (x) = Cim P ()

onde (},, ¢ uma constante de proporcionalidade que s6 depende de [ e m. Para encontrar

Ci tenha:

ey = [ asrerr) “8 [ an( 15 nw) ()

integrando por partes
d—m dm1 z=1 1 d—m+1 dm—1
- <dx—mpl<x>> (dxm—lpl<x>> —1 B /_1 dm(d:v—m“ B(a:)) (dmm—l B(a:))

Nao é facil mostrar, mas o primeiro termo é nulo. Apds m integragdes por partes (sempre

com o termo de derivada total dando zero):

(P = ()" [ deP(@P = (1)

Por outro lado:

2 (I+m)
204+ 1 (1 —m)!

(Pl_mv le) - Olm(le7 le) = Cim

1
5Por exemplo, o caso “mais dramatico”, m = —I, fornece a funcdo bem definida Pl_l(ac) = (_1_) (1-2?) z,
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Comparando:
P () = (-1 ) (5.28)

provando que P e P, sao proporcionais, ¢.e. linearmente dependentes.

5.3 FExercicios Propostos

(1) Os harmonicos esféricos (que descrevem a dependéncia angular de um sistema quan-

tico nao-relativistico com simetria radial) sdo definidos como:

m 20410 —m)! _ . im
Y, (0,¢):\/ ym EH_mi!Pl (cosB)e™ 0<h<m 0<¢<2n (5.29)

ondel e Nem=—I,—l+1,...,1—1,1. Verifique que:

2m ™
/ d(b/ dfsin0)Y,™(0, ¢)> = 1
0 0



Capitulo 6

Polinémios de Laguerre
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As fungoes de Laguerre, um caso particular de Hipergeométrica Confluente, precisam ser

estudados por qualquer pessoa que tenha interesse em mecanica quantica. Eles simples-

mente descrevem a parte radial da fungao de onda estacionaria do 4tomo de Hidrogénio

- 0 atomo mais simples (formado por um préton e um elétron) e tunico com descrigdo

completamente analitica. Primeiro vamos estudar um caso particular, chamadados de

Polinémios de Laguerre, para depois analisar o caso geral - Polindmios Associados - que

estao relacionados com o atomo Hidrogénio.

6.1 Polindbmios de Laguerre

A forma mais pratica de estuda-los é via funcao geratriz, definida como:

_xt 0

> Lot |t <1,

n=0

e 1-t
1—-t¢

g(z,t) =

onde L, () sdo os polondomios de Laguerre. Expandindo em potencias de ¢

g(x,t) =~ 1+ (—z+ 1)t + O(t?),

(6.1)
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entao

Da funcao geratriz vamos derivar uma relacao de recorréncia entre os polinémios L,, para
diferentes n’s e com apenas Lg(x) = 1 dado, todos os outros poderao ser determinados.

Para chegar nela derive ([6.1]) com relagao a coordenada ¢

Og(z, 1) 1 x xt (1—x—1)
ot :g<x’t)<1—t_1—t_(1—t)2):g(x’t)w’
= (1_t2>289g Y (1= 2= g1, (6.3)

Usando a defini¢do g(z,t) = > 7, Ly(x) t" em (6.3)

(1+t2—2t)iLn( nt"'=(1—-xz—t) ZL

o0

Z(n—i—l na1 ()" —i—ZLnl (n—1)t —QZnL
n=0

Z n _xZL ZLn 1 7

n=0

=

Mg

[(n+1)Lpyi(x) — (2n+1—2)Ly(x) +nl,_q ()] t" = 0.

S
I|
N

Como o resultado vale para todo = e t, as poténcias em ¢ sdo li., portanto Li(z) =

(1 —2)Lo(x) - de acordo com (6.2)) - e

(m+1)Ly(z)=2n+1—2)L,(z) —nl, 1(x), n=1,..., (6.4)

sendo Lo(z) = 1, a eq. (6.4) permite calcular qualquer L,(x), por exemplo 2Ly(z) =

x? —dx + 2.
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6.1.1 Equacao Diferencial e relacao com a Hipergeométrica Con-

fluente

Para determinar uma EDO de segunda ordem cuja solugao (regular na origem) seja L,,(x),

derive (6.1) com relagao a x

dg(x,t)  tg(x,t)

Ox 1—t’
dg(,1)
1—t)=2 = —tg(a,t). .
= (1=t =5 g9(z,1) (6.5)
Manipulando (6.3)) e
dg 0g xt t(l—t—ux) 9 9 g
99 09 _ _ — = (at? —at —t+at+t
Tor o T-0? aopp 97 Wt et )
_wtr
1—2? 1%
€
d(tg) 209 y(1—x—1)
= = 2 g =t gt
o Por ! 1—e 97
_ e ot t?x  tx +(—t2—t+t2)
B R ) N e N (e I
zt? t

o mesmo resultado da conta anterior. Ou seja x0,g — 20,9 = 20,(zg), ou ainda

dg . 0g ta(tg) (6.6)

A A e A

or Ot ot

Substituindo a definigao (6.1))

2y L@t =) nLn(x)t" = (n+ 1)Ly (x)t"",
wLy(x) + Y (@L(x) = nLy(2) + Ly ()" =0, (6.7)

n=1
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como cada termo ¢é Li. e valido para todo z, entdo Ljy(z) = 0 - resultado que corrobora

com e
L) (z) =nLy(x) —nl, 1(z), n=1,2,.... (6.8)
Substituindo em
(1—1) i L (zx)t" = —ti Ly(z)t" — Ll (x) — L) _,(x) = —L,_1(x). (6.9)
n=0 n—0
Esse resultado em ((6.8))

x (L), (x) = Ly_1(z)) = nLy(z) — nLy_q(z),

xL/

n—1

() + (n —x)Ly—1(x) —nL,(x) =0, (6.10)
derivando

wly y(x) + Ly, (%) +(n—2)L;,_y(x) — Lya(z) —n Ly(z) =0,

:Lnfl’an_l

com n — 1 — n, chega-se a EDO dos polinomios de Laguerre
xLy(z)+ (1 — )L, (x) + nL,(z) = 0. (6.11)

Comparando com fica evidente que é um caso particular da confluente com
c=1ea=—n. Como c =1, a solucao geral da confluente fornece apenas uma
solucao, indicando que a outra possui singularidade essencial na origem - como discutido
no apéndice [C] - e ndo possui relagao com L,. Como pode ser verificado explicitamente

nos exemplos, L,(0) = 1, assim como 1 F;(—n;1;0) = 1, entao

L,(x)= 1Fi(—n;1;2), (6.12)
- Y n! !

€T .
L n— D)2
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6.1.2 Ortonormalidade

A eq. (6.11) pode ser escrita facilmente na forma Auto-Adjunta (ver apéndice D)), mas
nem precisamos nos dar ao trabalho. Sendo um caso particular da confluente podemos ir
direto a eq. (2.69) e concluimos que os polinémios de Laguerre s@o ortogonais com relagao

ao seguinte produto interno:
(L, L) = / e “Lp(x) Ly (z)dz = 0, n # m. (6.13)
0

A norma quadratica

(Ln, Ln) = |Ln|2 = /Ooo €_$(Ln(x))2dx,

é obtida via alguns truques de recorréncia. Comegando de (6.4) (com n — n — 1)

|L,|* = /000 e_an(x)% (2n—1)Lpq1(x) —xLpq(z) — (n—1)Lp_q(2)) d,
| et @) (ot do
/ ” e_an_l(:v)% (=(2n+ 1)Ly + nLyy + (n+ 1) Loy) da

/ ¢ (Lny(2)2dz = |Lna |’ n=1,2,....
0

Todos os polindémios L, possuem a mesma norma. S6 precisamos calcular a de um deles,

L = / e "dr =1,
0

portanto |L,|* = 1. A férmula da ortonormalidade dos polinémios de Laguerre é:

por exemplo,

/OO e " Lp(x) Ly (z)dz = dppm- (6.14)

Assumindo que eles formem uma base para as fun¢oes continuas por partes na semi-reta

[O’ 00)7

fl@) =" CuLy(x). (6.15)
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A eq. (6.14) garante que

Co = (Lo f) = /0 e L () f (). (6.16)

Em particular para f(z) = é(x — zo), C,, = e ™ L, (z9). A relagdo de completude para os

polinémios de Laguerre fica

0(x — o) = €™ Y Ly(0)Ln(x). (6.17)

6.2 Polindmios de Laguerre Associados

6.2.1 Definicao e Relacao de Recorréncia

Chegamos na fungao que descreve o dtomo H. O estudo apresentado na segao anterior
¢é necessario, pois o Polinomio de Laguerre Associado de grau n ¢ definido da seguinte

forma:
(6.18)

onde L, k(z) é dado por (6.4) (Lo(x) = 1). A fungdo geratriz pode ser determinada

derivando k vezes (/6.1)) com relagao a coordenada x

xt

(_de_k e -t — (_1>kd_k i L tn—i—k
drek \ 1 —t dz¥ itk '

n=—k

no lado direito os termos —k < n < 0 desaparecem devido as sucessivas derivadas, entao

o0

ot (CE) S S e
dek \ 1 —t¢ dx* s ntk ’

th e &
(—1)F(—1)* Y A Ca s
n=0
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arrumando um pouco chega-se a fungao geratriz procurada

g (z,t) = 1_tk+1 ZLk " (6.19)

Uma consequéncia direta da geratriz é que expandindo-a em poténcias de t, ¢*(z,t) ~
14+ O(t), = L{(z) = 1, Vk. O tnico resultado que precisamos, todos os outros L*(z)
podem ser obtidos via relagao de recorréncia a ser derivada (eq. (6.20))) pelo procedimento:

derive (6.19)) com respeito a coordenada ¢

(k+1) 1 a1
(1—t)gk_x<1—t+(1—t >g _an

(k+1)(1—t)g* —zg" = (1 —1)? Z nLEt,

n=1

(k+1)(1—1) ZL’;t” - xZL’;t” = (142 —2t)) nLit"",

n=1
(k+1) i LA — (k+ 1) Z Lk — i cLF) =
n=0 n=0

(n+1)LF 1" + Z(n —1)LE =2 Z nLEt",
n=1

n=2

+ 1)Lk —xLy — LE] ¢ + [(k+ 1)Ly — (k + 1)Lk — oLy — 215 + 215 ] ¢ —

i

Y
= 3
™

[(Rn+ 1)Ly — (2n+k+1—2)LF + (n+k)LE_ ] t" =0,

WE

3
I|
¥

resultado valido V x e t - cada poténcia em ¢ é 1.i.. Assim todos os Polinémios de Laguerre

Associados sdao obtidos através da recorréncia

Li(x) =1, L¥(z)=k+1—uz,
2Ly =(k+14+2—2)(k+1—2)—k—1=(k+2)(k+1) =22+ k) + 27,

(n+1LE (2)=Cn+k+1—2)LE(x) = (n+k)LE_(2), n=2,3,....  (6.20)
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Uma outra recorréncia - envolvendo derivadas - é obtida derivando (6.19)) com respeito a

coordenada z

1___tt kE_ Z(LZ)/tna
n=0
—ti LFtm = (1 —1) i(LZ)’t”,
n=0 n=0
ST = e = Sy
n=1 n=0 n=1

com uma arrumada temos o resultado trivial, (L) = 0, e

L) _ L@

—LF =1,.... 21
d$ dx n—1($)7 n 9 (6 )

6.2.2 Equagao diferencial e relagcao com a Hipergeométrica Con-

fluente

A EDO de segunda ordem cuja solugao regular em x = 0 é dada por ((6.18)) pode ser obtida
via sucessivas derivadas de (6.11]) - essa abordagem fica como exercicio. Uma forma mais

direta é apelar para a relagao de L,, com a confluente (eq. (6.12)) e a formula ([2.58)),

d" 6.12) d" @9 L'(—n) r'(1)

g L@ =0 G WA = b L)l = 5w

1F1(—n, 1+ ]C,I)

|

Ou seja, L¥ ~ 1Fy;(—n, 1+ k,x). De forma exata

(n+ k)!
n!k!

n

(n+k)!
= VTt

LF(z) = 1Fi(—n, 1+ k, 1), (6.22)

=0
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Uma consequéncia direta desta eq. é LF(0) = %15( n,1+k,0) = . O polinémio

lkl

Lk & a solugao regular na origem da eq. confluente com a = -nec=1+k. ie.
d*Lk dLk
T n(2) +(1+k—x)% nLk(z) =0. (6.23)
x

dx?

Como ¢ = 1+ k € N*| a outra solugao independente desta EDO possui singularidade

essencial na origem - ver eq. (2.52)) e apéncide

6.2.3 Ortonormalidade dos Polonémios de Laguerre Associados

Sendo um caso particular da confluente - eq. ((6.22)) - o resultado (2.69)) garante a ortogo-

nalidade dos Polinémios de Laguerre Associados com relagao ao produto interno
(LE LE) = / e " aF LF(2)LE (2)dx = 0, n # m. (6.24)
0
A norma quadratica (caso n = m) é determinada com a ajuda de ((6.20))

(L5, LF) = | LA = / " et (L (),

Bt L[ ety [on =1+ B — 02— (= 1+ D] e

€23 %U/‘ ek Lk (2)(—a LE (2))de
o / b L (@) [(n4 DI — Cn+ b+ 1DEE+ (n+ R)LE,] do
() [Tt e = () ik (6.25

O calculo

|LE)? = / b dr =T(k+1) =k, (6.26)
0

¢ suficiente para qualquer |LF|? ser determinado

%+2) (k +2)!

2

k+ 3)!
LH = (14 R)[ZE = (k4 1)L, |ZE]? = 22 = G
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em geral

k)!
pre = :; ) (6.27)
Os resultados desta segao sao compilados na féormula
e k)!
(L, Lk = / e " L} (2)LF (2)da = wénm. (6.28)
0 n!

Assumindo que os polinémios (k fixo) formem uma base para as fungdes continuas por

partes na semi reta [0, 00), a funcado

fO(@) = CPLy(w), (6.29)
n=0
e a eq. (6.28) fornece os coeficientes da expansao

O = (L, f) =

n

mi—‘w/m e~7ak ) (@) LE (@) da. (6.30)

Em particular para f®(z) = 6(z — z), CF = #’k),e*%x’g%(xo) e temos a relagao de

completude

- n!
§(z — x0) = ake™™ Z o k)|LfL(xO)LfL(x), x,x9 > 0. (6.31)
n=0 ’

6.3 FExercicios Propostos

(2) Féormula de Rodrigues: Uma definigdo alternativa dos Polinémios de Laguerre

Associados é através da formula de Rodrigues

errk qn

n!  dxm

LE(z) = (z"tFe"). (6.32)

A formula para os polinomios de Laguerre ¢ obtida via L,(z) = L%(z). Com esta ex-

pressao calcule os trés primeiros polinémios L% (z) e L,(x), compare com os resultados
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apresentados no texto. Também demonstre que para z > 1, L¥(z) ~ ﬁ}gn "+ O(z"1).

(2) Escreva as respectivas EDO dos Polindémios de Laguerre e Laguerre Associados na
forma Auto-Adjunta (ver apéndice [D]) e derive (6.13)) e (6.24) sem utilizar a relacdo com

a hipergeométrica confluente.

(3) Derive a EDO ((6.34)) derivando k vezes a EDO (6.11)).

(4) Atomo de Hidrogénio: Dada a EDO que descreve a parte radial da eq. de Schro-

dinger do atomo de Hidrogénio (potencial V(r) = —a/r, a > 0) para a coordenada
x=2kr (k=+/—2ME/R?> > 0)
d*y(z) 11 1 I(l+1) h?
— —_— = =0,1=0,1,... = — 6.33
dx2? + ( kaoa? + 4 + 22 ¢(T) ) ) y Ao MO!’ ( )

com o ansatz Y(z) = x'+'e /2 f(x), chegue na nova EDO:

d*f(z) df (x) 1
2042 —x)——= ——1-1 =0. 6.34
s ezt (o (a) (6:34)
A fungao hipergeométrica confluente para ¢ = 2l +1 e a = _k%o + 1+ 1. Conclua que

as condigoes de contorno ¥(r) — 0, r — oo, e ¥(0) < oo s6 podem ser satisfeitas se

—a=N= 2 —1+1=0,1,2,..., ie akn; =

T =1 n=0,12..., onde

1
N+I+1 — n?
n é chamado de nimero quantico principal e f(z) = L2*!(x), polinémio de Laguerre

Associado.
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Capitulo 7

Funcoes de Bessel

Neste capitulo vamos abordar as famosas fungoes de Bessel, extremamente importantes
em fisica. Elas aparecem em problemas de mecanica quantica, eletromagnetismo bidimen-
sional, na vibragao de um tambor, em flutuacoes lineares cosmolégicas, etc. Praticamente

tudo que oscila ao redor de um ponto pode ser descrito por uma funcao de Bessel.

7.1 Funcao de Bessel

Desta vez vamos mudar um pouco a construgao que estamos seguindo em todos os capitu-
los. Ao invés de definirmos a EDO cuja funcao de Bessel é uma das solugbes, comecemos
definindo a funcao y,(z) (parametrizada em z e caracterizada pelo nimero v € C) que

obedece as duas relacoes de recorréncia:

Yo-1(2) + yoi1(2) = ;yu(Z), (7.1)

dyu(z)
dz

yl,,l(z) - yl/+1(z> =2
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As duas egs. sdo suficientes para derivarmos uma EDO de segunda ordem para y,(z),

permitindo a obten¢do da fung¢do. Somando e subtraindo ([7.1)) e ([7.2)) chegamos em

dy,(z
< ydi’ ) = Zyu—l(z) - V?Ju(z), (73)
—ZQdyVCE—;(Z) + (v — Day_1(2) = 2%y.(2). (7.4)
Agora derive ([7.3]) para ter
d*y,(2) dy, (2)
207Yy v 2
= +(1+ 1/)27 — 22y, 1(2) — 2y,-1(2) = 0. (7.5)

A operagao ([7.5)) — v.(7.3), apos algumas simplificages, fornece

22d2y1/(z) + dyll(z) _ZQdyV—l(Z)

dz? S dz + v+ 1)2‘%_1(2)/ =0,
Zzyu(z)
e a EDO de Bessel é determinada como:
d*y, dy,
2 zzgz> +z ydiz) + (22 =)y (2) =0, v €R. (7.6)

E evidente que as solucdes desta eq. obedecem as propriedades (7.1)) e (7.2). A equacdo
possui singularidade (regular) em z = 0 e irregular em z — oo (verifique a ultima através
do método apresentado no apéndice . Como de costume vamos procurar as solugoes ao

redor do ponto singular z = 0 via método de série de poténcias (Frobenius “generalizado”)

w(2) =Y g2, keC, gy #0, (7.7)
s=0

portanto

oo 2 oo
dy,,(Z) _ Z(S + k)gszs+k_1, d y,,(z) _ Z(S + k:)(s +k— 1)9525—|Jc—27
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que substituidos em (|7.6)) resultam em

0 = > [(s+k)(s+k=1)gs+ (s +k)gs —v°g5] 2° + Y g,2°",
s=0

s=0

= [k(k—1)+k—1v*]go+ [k(k+1)+ (k+1) — 1] g1z + Z [((s+k)> = %) gs + gs—2] 2°,

s=2

= (K =v) g+ [(k+1) -] g1z + Z [((s+k)> = 1?) gs + gs—a] 2"

Como por hipotese gy # 0, temos os dois possiveis valores k = +v. Para ambas as escolhas

o termo de O(z) nao se anula e precisamos fixar g%i) = 0. Os outros termos da expansao

sao determinados pela relacao de recorréncia

1
() — ___ —
g5 = FETEE Js—2, S8 > 2. (7.8)

Ao fixar gy = 1 ambas as séries (duas possiveis escolhas de k) s@o completamente determi-
nadas. Pela recorréncia ¢ evidente que os termos impares sdo nulos (uma vez que g; = 0),

0S primeiros termos pares sao

® _ —1 &) _ 1 1

() _
A1+ M TR0+

-1
+
g() _17 ) - ((3)_

1
T %@L )2+v) (1) 30

que torna evidente a forma do termo genérico s =21 (I =0,1,2,...)

(+) (=1) (—1)! I(1+v)

BT TNl eI —1tr).. (1+tr) 22U T(1+1+v) (7.9)

Solugoes da eq. ((7.6) sdo combinagoes lineares das séries

y(ﬂ:)(z) — Z:tVF(l + I/) i (_1)l Z_Zl
v L P 1£v) 0

porém a funcao de Bessel nao é usualmente definida assim na literatura. Como a EDO ¢é

(£)

linear, as funcoes y'*) multiplicadas por constantes ainda sao solu¢oes da mesma equacao.

A forma padrao da famosa funcgao de Besse]EL J,(z), é determinada apo6s a multilplicac¢ao

ITambém chamada de funcao de Bessel de primeiro tipo.



de y™*)(z) pela constante 1/(2¥T(1 % v)), i.e.

NE=% o0 (_1)l 2’2l
J(2) (5) ; AT(1 + 1 +v) I
A solucdo geral de (7.6), para v ¢ NP é:
y(z) = AJ,(2) + BJ_,(2),

onde A e B sao constantes. Repare que para z =~ 0,

Ten(2) ~ (g)i @ (1+0(:2),

86

(7.10)

(7.11)

(7.12)

e a fungao J_,(z) diverge na origem. Em muitas situagoes fisicas é exigida regularidade

da solucao na origem, implicando em B = 0.

Para alguns valores particulares a funcao de Bessel pode ser reescrita em termos de fungoes

elementares. Por exemplo, para v = —1/2

o\ —1/2 & (_1)l 52
Lip) = (5) Ym s
— !
2 P 22 T1+4+1-1/2) I
=21y (220)

[2 S (—1)1% /2
= — = — COS 2
mz = (21)! Tz ’

singular em z = 0 (~ 27%/2). Ja para v = 1/2

eq

AL (1) 2
Jipp(z) = (5) ;221 L(1+1+1/2) N
— —,—/

o (z+1/2 NEINZI 22lu)

\/700 121 \/> 12l+1 \/7

=

regular em z = 0 (~ 2z1/2).

20 caso v = 0,1,2,... necessita de uma analise separada, ver secio

(7.13)

(7.14)
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7.1.1 Representacao Integral

Vamos demonstrar que a funcao de Bessel pode ser escrita como uma integral envolvendo

outra funcao de Bessel. Tenha a integral:

SVTH 1 1
/ dt (1 — )+t (2t), v > p,
1) Jo

(Z’ V’/’[/) 21,_“ F(V _

substituindo ([7.10)) no integrando

2V 1 2\ H = 2\ 2 (—1)! 1 ! e _
RIS T S o [ty s,
(2) 2=, T (v —p) \2 Z 2 N Tri+1+p) J ( )

=0 _

-~

eq'-B(l—‘f-/L-‘rl,l/—M) T(l+p+D)C(v—p)

r'(l+1+4v)

B > (_1)1 ZZI B
- ; N T E R AC

ou seja, uma representacao integral da func¢ao de Bessel (chamada de integral de Sonini)

é:

ZVH 1

1
JV(Z) = 22”#@/0 dt (1 — tQ)V_M_l t““JM(zt), v > L. (715)

O resultado acima nao é muito util para definir .J,, mas esse tipo de integral é bem
interessante, uma vez que costuma aparecer em varios problemas fisicos bidimensionais.
Uma forma de simplificar a forma de é fixando o valor de p para um caso simples.
S6 conhecemos explicitamente de .J11/5, a melhor escolha é ;¢ = —1/2 (a integral passa a

existir para v > —1/2). Entao a eq. (7.13]) em (7.15)) resulta na representagao integral

padrao da funcao de Bessel:

z 1

Tolz) = (5) ST (v +1/2

) /1 dt (1 —2)""Y2 cos(zt), v > —1/2. (7.16)
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A integral ([7.16]) possui algumas formas alternativas. Com a troca t = sin 6

E

J(z) = 2 ( df (cos® 0)” cos(zsin6),

;>V\/_I‘ 1/—{—1/2)/

- () ﬁr<u1+ 1/2)/0 49 (05" 0)" cos(zsinf), (7.17)

na segunda linha foi usado o fato do integrando ser par ao redor de § = w/2. Uma outra

forma é a troca t = cos@ em ([7.16)). O resultado é

J(z) = 2 (;)V \/_F 012 /W df (sin® §)” cos(z cos ),

() e , ooy costecon) (718)

novamente o limite de integragao pode ser estendido pois o integrando é par. A eq. ([7.18])
é interessante pois permite mais uma forma integral (a que mais costuma aparecer). Ao

integrando de ([7.18) podemos acrescentar o termo
+i(sin® §)” sin(z cos 6),

cuja integral é nula, ja que a func¢do é impar ao redor de § = 7/2. Com esse termo extra,

a funcao de Bessel também pode ser escrita como:

I, (2) = (g) Vs (y1+ 73 /0 " 0 (sin? ) eFizeost. (7.19)

O resultado é valido para ambos os sinais - algo esperado uma vez que .J, é real. Por
fim voltando & coordenada ¢ (t = cos ), nossa ultima representagao integral da funcao de

Bessel é:

J,(2) = @ NGy (V1+ 73 /_ 11 dt (1 — ¢2)7~1/2 it (7.20)
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7.1.2 Funcao de Neumann
As solugoes da EDO (7.6 precisam ser estudadas separadamente quando o indice v =

n=20,1,2,.... O método de série de poténcias nao fornece mais as duas solu¢oes inde-

pendentes, pois

16 =(3) " S am = 6) S mi

a soma se inicia no n—ésimo termo devido aos poélos da funcao Gamma. Fazendo a troca

nasomal=n+u (u=0,1,...)

1) 2u

Tonl2) = <§> B (%)Qn (_1)n; (2_2“1)1' (uj— n)!’
ou seja
J n(2) = (=1)"T,(2), (7.21)

e a equagao ([7.11)) apresenta apenas uma solugdo independente. A relagao prova
que a solucao singular em z = 0 nao pode ser obtida via método de série de poténcias. O
mesmo “problema’” j& surgiu anteriormente nessas notas e o mesmo procedimento descrito
na segao [2.1.6] sera utilizado mais uma vez, outra forma de obter a segunda solugao
independente ¢ encontrada no apéndice [C] Vamos definir uma segunda solugao Li. da
EDO para qualquer caso (v inteiro ou nao). Sua defini¢ao parece um pouco arbitraria, mas
tal escolha ficara clara quando estudarmos os comportamentos assintéticos. A segunda

solugao independente é chamada de fungao de Neumannﬂ7 definida como:

_ cos(mv) J,(2) — J_,,(z)‘

sin(7v)

N, () (7.22)

3Também conhecida como funcao de Bessel de segundo tipo. Aqui mantemos o nome de Neumann.
Ao mesmo tempo, J, e N, sdo chamadas de fun¢des de Bessel.
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Claramente N, (z) é solu¢ao da eq. de Bessel quando v ¢ N. Ja para v € N temos uma

indeterminacéo 9 5> que pode ser retirada via regra de L’Hospital

2 (cos(mv) J,(2) — J_,(z (2 (=
) =t B G I ) £ () (B r

A derivada de Ji,(z) com relagdo ao parametro v pode parecer nao natural, mas nao
existe nenhum problema - é um parametro continuo. Um calculo direto com a ajuda das
defini¢oes da fungao de Bessel e a funcao Digamma (cuja representagao em
série ¢ dada por (|1.26))) resulta emﬁ:

() T

2 pute = (3) 17 ()75

=0

olhando a priori para o segundo termo parece que quando v — n a soma s6 tem inicio
quando [ = n - devido aos polos simples de I'(z) em z = 0,—1,—2,..., ver eq. (L.18).
Porém a fungao Digamma também possui polos simples nos mesmos valores, ver eq. (1.27)).

A razao das funcoes ¢ finita e dada por:

lim 25+ ©) €20/ E9 —(=1)™m!. (7.24)
e—0 I'(—m + ¢)

Estando tudo certo, o resultado acima é suficiente para escrevermos explicitamente ([7.23])

COIMo:

wio= Tn(3)ne- 16 TG

SRR OR = i

que obviamente nao ¢ proporcional a funcao J,(z). A fungao N, (z) possui exatamente

a mesma estrutura da eq. (C.6) - com o termo Inz/2 multiplicando a outra solugdo

+v vin(z
4No primeiro termo foi usado que 8(%5) = de= (;V( ® = +(2/2)* Ina/2
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independente acrescentada de uma outra série. Para n = 0, o termo da segunda linha
nao existe e toda a singularidade esta codificada em In(z/2). O ultimo termo de
comega ~ (z/2)", exatamente como o segundo. A redefini¢cdo [ — [ +n no tltimo permite
a juncao dos dois termos em uma soma Unica, portanto temos o seguinte resultado mais

“ajeitado”

N2 = i (Z) -t <E>”§: (-1 (g)” Wi+ ?;1+)Z+)!w(l 1)

HER I 726

A parte mais importante nao foi feita - mostrar que quando v = n ([7.22)), ou melhor ([7.23)),

é solugao da eq. de Bessel. Comecemos diferenciando (|7.6)) com rela¢ao ao parametro v

, A (04, (2) d (0Jw,(2) , o 0 B
Z d22 ( ay ) +Z% ( ay ) -+ (.T — VUV ) %Ji,,(Z) = j:QVJ:ty(Z),

fazendo a combinagao linear adequada:

B LR ) ()
+ (2 —1?) G(@giz) (—1 a‘]— )) () = (=1 T (2).

3|~

™

No limite v — n, o lado direito da eq. se anula e os termos do lado esquerdo tornam-se
a fun¢ao de Neumann, logo N,,(z) é soluc¢do da eq. de Bessel (7.6)) mesmo quando v = n.

A solugao geral de (7.6) para qualquer v é:

y,(z2) = AJ,(z) + BN, (z), (7.27)

com A e B constantes arbitrarias. Novamente salientamos que se for exigida regularidade

da solug¢ao em z = 0 é necessario impor B = 0 (v inteiro ou nao). A forma assintotica de
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N,(2),n=0,1,,2,..., nas proximidades de z = 0, obtida diretamente de ([7.25), é:

N,(z) ~ 2 In (E> <z>2n (1+0(2%) — %(n —1)! (g)_n (1+0(2%),n #0,

mn! 2/ \2
2
No(2) ~ = (m (g) + 7) (1+0(2), (7.28)
onde foi usado que (1) = —y. Quando v # n =0,1,2,..., a forma assintotica é obtida

ae 2 o {12

No(z) = _Sin(ﬂl/);ﬂ — V) <§> - (1+0(=%) = -2 <E> B (1+0(%) . (7.29)

7.1.3 Ortogonalidade da Funcao de Bessel

Utilizando os resultados do apéndice @, a EDO (7.6 pode ser reescrita na forma Auto-

Adjunta

L)+ (=2 ) w0

z

e nao temos uma eq. de autovalor. Por outro lado, toda funcao de Bessel possui infinitos
zerosE| e isso permite um “truque” para a construcao de um produto escalar onde as fungoes

de Bessel sao ortogonais. Ele consiste em parametrizar J,(z) na nova coordenada p, no

intervalo [0, a], onde z = ®2p, sendo a,,, 0 n-ésimo zero de J,(z), i.e. J,(a,n) = 0. Entao

em p € [0,a], a eq. (7.6) fica

e RN R [0 R FAC B

a

5isso sera mostrado na secdo mas ja temos uma ideia pelos dois tinicos exemplos explicitos que

escrevemos até entao - eqs. ((7.13) e (7.14).
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Uma construgao analoga pode ser feita trocando a,, — ., (outro zero da mesma fungao

de Bessel). A operagao J, (O‘Z’” p) n - Jy (%p) m fornece

7 (0 (220) 2 (220) = 0, (20) o (2220) ) +
o (0 (%) o (%20) = (220) o (P20) ) 4
2

o ] 2. (220 . %20).

com algumas manipulagoes a identidade se simplifica em:

oo (0 () o (P20) = (%220) o0 (%220) )

C o~ ) () 1 (%),

integrando na variavel p, no intervalo [0, a] e usando que J,(0) = J,(aw,) = Ju(awm) = 0,

conclui-se que (& assumido o, # a,m)

/Oa dppJ, (a;"p> J, (aymp> =0, n#m. (7.31)

a

7.1.4 Normalizacao

Para calcular a integral ([7.31]) com n = m vamos refazer todos os passos da segao anterior,

mas trocando *» — k € R, que nao é necessariamente um zero de Bessel. No fim teremos

i o Ce) gy =200 5 (20) )
- ol () v ()

integrando | Oa dp

aJV(ka)%(Z”m) = {kz - <&”m>2} /0 dppJ, (kp) J, (a;mp> :
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Derivando os dois lados com relagio ao parametro (continuo) &[5}

(a*J)(ka)) ( %ﬁ”m) ) =2k /Oa dp pJ, (kp) J, (a;mp) +
N

:%J{/(avm)
2 a
{kQ - (Qm) } / dp p*J,, (kp) J, (a”mp> :
a 0 a
Por fim tomando k£ — #2=, o 1dltimo termo se anula e temos o resultado:

[ oo (0 (2220)) - © ().

O lado direito pode ser reescrito em termos de uma fungao de Bessel via eq. ([7.4))

Os resultados das duas tltimas se¢oes sao compilados na férmula:

o0 (520 0 (220) = § Ui o

muito importante em varios problemas fisicos - por exemplo, uma particula quéantica

dentro de uma esfera.

Supondo que a fungao f,(p) (0 < p < a) possa ser escrita como a combinagao linear:

£0) = 30 Cond ().
n=1

a eq. (7.32)) é suficiente para determinarmos as constantes C,,,,. Basta multiplicar ambos

os lados por pJ, (&,,m';—’) e integrar termo a termo no intervalo p € [0, a]. O célculo fornece

C = 2 /a dppf.(p)J, (aumg> ) (7.33)

a? JL+1 (wm) Jo
6 dJu (

Tkz) = zJ}(kz), onde “linha” corresponde a derivada em relagdo ao argumento.
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7.2 Equacao de Bessel modificada

Se trata de uma outra EDO, definida por:

280(2) | dg(2)

T3 e — (22 +vH)h,(2) =0, v>0. (7.34)

A equagao diferencial ¢ muito parecida com ([7.6)), na verdade com a troca z — iz, ((7.34)

torna-se ([7.6). Uma solugdo desta eq. deve ser

)~ 1) = () S ) G) S ()

Queremos solugoes reais quando o argumento z e o parametro v sao reais, assim a funcao

de Bessel modificada - chamada de I,,(z) -, solugao de ([7.34)), é definida como:

L, (2) =i T4, (i2) = <§>il’ 2 m <§>2l- (7.35)

Repare que [,(—z) = (—1)"1,(z) (quando v ¢ N a func¢ao s6 é definida na semi-eixo
positivo e se v € N ela possui paridade positiva). Para v ¢ N, a solugao geral da EDO de

Bessel modificada é:
u,(z) = AL (2) + BI_,(2), (7.36)

para A e B constantes. E evidente que I_,(z) diverge ~ 27" quando z — 0, entao se as

condic¢oes de contorno exigem uma solucao finita na origem deve-se tomar B = 0.

As representagoes integrais de I,(z) sdo consequéncias diretas de Iy, (z) = i~ F"Jy,(iz).

Por exemplo, de ((7.16)) e (7.20]) temos

L(z) = 2(;) \Fr(y+1 o) /O £(1— 2)""1/2 cosh(zt), (7.37)

z

I(z) = (2>Vfr (v + 1/2) /1 (1= e (7.38)
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No caso de v =0, 1,2,... novamente temos um problema. As fungoes I, (z) sdo propor-

cionais. Tenha I_,(2)

o0

1= ) B @) -6 Bt 0 o

=0 l=n

- Z (n+ s)!s! ( > S:In(z)’
ou seja
I_,(2)=1,(2). (7.39)

De forma anéloga a feita no caso de Bessel, define-se a combinacao linear

K (2)=2 (IV(Z‘) - [u(Z)) ’ (7.40)

S v

que ¢ uma segunda solugdo independente da eq. ((7.34) V v. Sua escolha peculiar ficara
clara na secao quando seu assintotico para z — oo sera derivado. Uma propriedade
trivial desta fun¢ao é K_,(z) = K,(z). No limite v — n usamos L’Hospital para obter:

Ki(z)= lim <—21>” (5‘1—u<z> AL(z) ) |

v—n al/ (91/

n—1

- () T R )
o <§>"z%<f>”—“;t;;“>+

ENOPRIGR (741

=0

onde seguimos os mesmos passos feitos no estudo da funcao de Neumann. Fica como
exercicio provar que K, (z) é solugao de ((7.34)) (o truque é o mesmo feito com a fungao de

Neumann). A solucao geral da eq. (7.34)), independente se v é inteiro ou nao, é:

7.(2) = AL(2) + BE,(2). (7.42)
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Nas proximidades da origem os assintoticos dessas fungoes sad}

L(2) ~ (;)V F(11+ " (1+0(z?), (7.43)
K, (2) ~ r(;) (%) (1+0(z%), v &N, (7.44)
Ko (2) ~ (_21)” (9_ (n—1)! (1 +0(2)

(—1)"In (g) (%)n Tb (1+0(2), n#0, (7.45)
Ko(2) ~ (—m (g) - 7) (1+0(z?). (7.46)

7.3 Relacao com a funcao hipergeométrica confluente

Aqui demonstraremos que a EDO da funcao de Bessel modificada é um caso particular
da EDO hipergeométrica confluente. Dada ([7.34)), primeiro faga a troca z = —x/2 para

ficar com:

d?y,(z dy, (x x? -
v gx(z : Tz ydi ) (—+V2) Yu(z) =0.

Assuma o ansatz g, (x) = e~ 22" f(z),

dgjl,(a:) — —z/2 ,,( f+ f"’f) d2_y<x> :e—x/2$u (i——f f + ( >f+ f +f//)

dx dz?

que resulta em

x<f——f f+( Dy f+f”> <—§+§f+f’)—(m—2+v2)f(x>=0-

Apo6s uma simplificagao encontramos a eq. da hipergeométrica confluente

2f"(@) + (1420 —2)f () — (v + 1/2) f () = 0, (7.47)

"Todos os truques usados no estudo da funcio de Neumann sdo necessarios aqui.
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com coeficientes a = v+ 1/2 e ¢ = 14 2v. Isso implica que a fungao de Bessel modificada

pode ser reescrita em termos de hipergeométricas confluentes, ver (2.52)),
L(z) =2 [A1Fi (v + 1/2; 14 2v; —22) + B2 Fy(1/2 — v;1 — 203 —22)] .

Como I,(z) é regular na origem, B = 0. Para determinar a constante A basta expandir

ambos os lados em poténcias de z

(5) mrs 1+ 0 = Az ss o) (1- T 22 01,

= Az" (1+0(z%),

entdao A = m A relacao exata é:
L(z) = —5 <Z> Fi(v +1/2;1+ 20; —22) (7.48)
r(1+v)\2/) 71

Por tabela podemos relacionar a fungao de Bessel J,(z) com a hipergeométrica confluente.

Lembrando que J,(z) = i1,(—iz), entao:

¢ (f) Fy(v+1/2;1 4 203 2i2). (7.49)

L&) = a7 5

Através das egs. ((7.48) e (7.49) podemos determinar facilmente as formas assintoticas de

J,, N,, I, e K, - assunto da proxima secao.
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7.4 Forma assintotica das funcoes de Bessel e Bessel

modificada

Evocando as eqs. (2.68) e (7.49) a forma assintotica da fun¢ao de Bessel é determinada

como

L

J(2) = i <E)V (M(—Qiz)_”_l/2+ I'(1+2v) e2iz(2iz)—u—1/2)’

1+ \2) \T(v+1/2) T(1/2 +v)
F(l + 21/) 1 (e—i(z—ﬂ'[//z—l/4) + 6i(z—rrl//2—1/4))
22T (1 + )L (v + 1/2) /22 ’
/\/7?

Ju(2)

Q

2 T Ul
— - - — 1. 7.50
V?TZCOS<Z 4 2>’Z>> (7.50)

O resultado ([7.50|) prova que toda funcao de Bessel possui infinitos zeros, justificando o
estudo da se¢ao Determinar os zeros de uma fungao de Bessel arbitraria ¢ um pro-
blema bem complicado, mas ao menos assintoticamente temos a,,, ~ 5 (Zn + 1+ 71; + %),

n > 1. O mesmo raciocicio se aplica a fun¢ao de Neumann (eq. (7.22)))

cos(mv) J,(2) — J_,(2)

N(z) = sin(mv) ’
N \/7cos(7rl/)cos(z—§—”—2”)—Cos(z—gjt%jt(%—%))
T Ve sin(7v)
N \/TCOS(WV) cos (z -4 ”—2”) — cos(mv) cos (z -1 ”7”) + sin(7v) sin (z - — ”7”)
T Ve sin(mv) ’
N,(z) = %sin (z — % - V;) , 2> 1. (7.51)

A func¢ao de Neumann é definida exatamente para fornecer o assintético seno com o mesmo

argumento da assintotico cosseno de J,(z).

Para terminar a se¢ao vamos derivar os assintoticos das func¢oes de Bessel modificadas -

I, e K,. Podemos comecar da relagao com a hipergeométrica confluente ou simplesmente
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usar a relacao com .J,. Escolhemos a segunda alternativa.

2
I(z) = i"J,(iz) =i "y — cos (zz — % — g) ,
iz

~ 1 p—tmv/2—i /4 (ez+i7r/4+i7rl//2 + ezfiﬂ/4fi7r1//2) ’
21z
1 1

(GZ o ie—imze—z) ~

e’, 2> 1. (7.52)

2Tz 2Tz

Para K,(z) (ver eq. ([7.40])) o resultado acima precisa ser usado de forma sutil, pois a
primeira contribuic¢ao é cancelada na diferenga I, — I_,, (o assintotico independe de v). A

contribui¢ao vem do do segundo termo, escrito na penultima igualdade de (|7.52)).

I_,(2)—1, 1 iy — 1 iy —
KV(Z) _ E (Z) (Z) ~ '7T (ez — et z) . (ez — e e z) ’
2 sin T 2sinmr \\/ 27z 21z

T ]' TV —iTV —z
=\ (e —e ) e’
22 218in v
K, (2) ~ ,/%e—a 2> 1 (7.53)

Enquanto I,(z) diverge exponencialmente no infinito, K,(z) é a exata combinacao que

tende a zero no mesmo. Em véarias situagoes fisicas a solucao da eq. de Bessel modificada

precisa ser finita no infinito, isso implica no descarte de [, (2).

7.5 Funcoes de Bessel esféricas e Henkel

Ao longo deste capitulo estudamos as principais propriedades das funcoes de Bessel e Bes-
sel modificada - solugoes das EDO ([7.6)) e ((7.34). O objetivo desta se¢do nao é introduzir
nenhuma novidade, mas estudar alguns casos particulares de func¢oes de Bessel que de tao

relevantes merecem um tratamento a parte.
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7.5.1 Funcoes de Bessel Esféricas

Estamos interessados na seguinte EDO:

d’R(z) dR(z)
2

2

- dz? e dz

+ (2= 1(l+1)R(z) =0, 2>0, 1 =0,1,2...., (7.54)

que representa a parte radial da eq. de Schrodinger estacionéria de uma particula livre
com momento angular bem definido (“onda esférica”). Um fato interessante desta equagao

¢é que com a troca R(z) = VU(z)/z, ela toma a forma

d?V(z) N (1 e t 1>) U(z) =0, z>0,

dz? z

da eq. de Schrodinger estacionaria de uma particula unidimensional no potencial V' (2) ~

l(l;;l) (potencial conforme). Independente do contexto queremos achar a solugao desta

EDO. Fazendo a troca

R(:) =22 ow () = vae),

chega-se a seguinte EDO para y(z)

2 d*y(2) N dy(2)

T T+ (- (+1/2)°)y(2) =0, (7.55)

a eq. de Bessel para v =1+ 1/2 =1/2,3/2,5/2,.... A solugao geral do problema em
termos de R(z) ou ¥(z) é:

RE) = Z2hnn() + =Nian:).

U(z) = AVzJdigae(z) + BVzNiga(z).

Pronto esta tudo resolvido. O que é chamado na literatura de Bessel esférica é justamente

a solucdo de R(z), para ser mais exato

gi(z) = \/gt]l+1/2(z>7 n(z) = \/;NlJrl/Q(Z)? (7.56)
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onde j;(z) é chamada de fungao de Bessel esférica e n;(z) é a fungao de Neumann esférica.

A constante /7/2 é colocada para simplificar o assintotico. Das egs. 1' e '

temos que para z > 1

Ji(z) m ——==, (7.57)

n(z) 8 ————24 2> 1. (7.58)

Ja para z — 0 os assintoticos ficam (com ajuda de (1.15)), (1.19)), (7.12)) e (7.29))

) ~ \/g(m n 1)1?(z 1) @Hm

K 2 <E>l+1/2
22 (2 + 1)k N2
. 20! l 21
W~ Grme T @ (7.59)
€
T —1) 2N\ —1—1/2
m(z) &~ —y/=— (=1) (_) :
22T(1—-(1+1/2)) \2
([C19),(C19) T (=1 <z>ll/2
- A o5, & 21]) Py s
2% iy ey 2
20)!
()~ — 20 ae, 760

Uma caracterisitca importante das fun¢oes de Bessel esféricas é que elas podem ser es-
critas em termos das fungoes elementares seno e cosseno (lembre-se da eq. (7.14])). Para
demonstrar tal propriedade vamos refazer nosso estudo da eq. ((7.54)) através de uma outra

abordagenf| Faca a troca R(z) = 24(2)

R =+ (L6 +60), #e) =+ (S a0 + 2o +40),

80 calculo segue a referéncia \ .
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entdo ([7.54) fica (apos simplificagoes)

d*& +2(l+1)d€l(2)

Z@ dz

+ 2&(2) =0. (7.61)
No caso particular de [ = 0, a eq. pode ser simplificada em
d2

12 (2’50) = —(Z§0)7

a eq. de um “oscilador” para z&, com frequéncia unitaria, cuja solugao é

§o(2) = Ao—— + Bo—— (7.62)

Repare que a primeira solucao é regular na origem e a segunda singular. Voltando ao

cado geral, derive a eq. (7.61) com rela¢ao a z para chegar em

d3¢; d*& 2(1+1)\ d¢
S5 o+ 1) - S,
Zdz3+ L+ )d22+(z z >dz 0

Agora faca a troca £'(z) = zfi(2),

§(2) = fi+ 2, €21 + .

Apos simplificagoes ficamos com:

fi
dz?

+2(1 + 2)dfl—(z) + zfi(z) =0, (7.63)

i dz

exatamente a eq. ([7.61)) apenas trocando [ — [+ 1. Ou seja, temos a relagdo de recorréncia

€ (2) = %dfl(j) . (7.64)

Como resolvemos &y(z), qualquer & (z) pode ser obtido via sucessivos usos de (7.64]). Sendo
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Ji(z) nao singular na origem e n,;(z) singular, a relagao s6 pode ser

1d\'si 1d\'
(e~ (3 ) 22 ey ot (1) 22

zdz z zdz z

As constantes de proporcionalidade podem ser fixadas analisando o assintotico z — oo,

onde

1d\' si 1d'si —1)!
y (_i) smzz_d sz+(9(z_2):( )sin<z—7r—l),

zdz 2 z dZ z 2
1d\ cosz 1dcosz (1)t 7l
(1a ~ 2y _ =) _my
‘ (z dz) z z dz! +0ET) PR (Z 2 )

Comparando com ([7.57)) e (7.58)) temos a relagao exata:

) (7.65)

1d\'sinz
z

Ji(z) = (1) (—

zdz
1d\'cosz
n(z) = —(=1)'2 (;@) gt (7.66)

Resultado 1til para a obtencgao explicita das fun¢oes de Bessel esféricas para [’s pequenos.

7.5.2 Funcoes de Henkel

A primeira fun¢ao de Henkel é simplesmente a fun¢ao complexa cuja parte real é J,(2) e

a parte imaginaria N, (z), i.e.
HWY(2) = J,(2) +iN,(2). (7.67)

Ja a segunda func¢ao de Henkel é o complexo conjugado da primeira (para z real)

HP(2) = J,(2) —iN,(2). (7.68)

As fungoes de Henkel aparecem quando numa eq. de Bessel temos como condi¢oes de



105

contorno ondas “esféricas | bidimensionais indo para o infinito (a primeira fun¢io)’Y ou

vindo do infinito (segunda). Isso ocorre pois de ((7.50) e (7.51]) é trivial perceber que

2 ixm
£ Fi(E-). (7.69)

HY?(2) ~
Tz

Se as funcoes de Bessel sao “generalizagoes” das oscilagoes senoidais, as fungoes de Henkel

sdo os equivalentes a e*?*. Para fins de registro, os assintéticos das funcdes de Henkel

para z — 0 (trivialmente encontrados via assintoticos de J,(z) e N, (z)) s@o

HM? (2) <j:z%1n( ) +14 iz— ) (14 0(z?)), (7.70)
HY?(2) = ;iy <§> (1+0(z%).v>0. (7.71)

. 1 .
Podemos relacionar H, 5 ) com K, ». Tomando z — iz temos

—v+1
HO(iz) = J,(iz) +iN,(i2) P (142 L(2) - —— 1,
sin v sin v
Z'V+1 Z‘—V—I—l
= (COS?TV—ZSIH?TV)]V(Z> — = I,
sin v — sinvm
Z‘—l/—i—l Z‘—l/—l
= —_ -[—I/ — IV — R I—V - IV .
(L)~ L) = (1) - 1(2)
Comparando com a defini¢ao de K, (eq. ([7.40)))
K, (2) = S HD (i), (7.72)

2

Repare que o resultado esta de acordo com ([7.53)) e ([7.69)).

9A parte “radial” de coordenadas cilindricas.
0Por exemplo, a funcio de Green da eq. de Schrédinger estacionaria bidimensional usada para des-

crever um espalhamento elastico é proporcional a Hél)(z).
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7.6 Funcao de Airy

Como tultima aplicacao das fungoes de Bessel vamos estudar a fungao de Airy, definida

como a solucao da EDO

d*y(2)
dz?

+2y(z) =0, —00 < z < 00, (7.73)

com a condi¢do de contorno y(—oo) = 0. A aplicacdo mais famosa de ([7.73)) é como a
eq. de Schodinger estacionaria unidimensional para uma particula num potencial linear

(forca constante). Essa EDO pode ser relacionada com a eq. de Bessel. Primeiro faca a

troca z = (30)2/3 (z > 0), fica-se com

d*y(v) 1 dy(v)
dv? 3v dv

y(v) =0,
bem pior do que era. Agora tome o ansatz y(v) = v/ f(v)
oy oays 1 / e o 1/3 2 2
y(v)=v (@f+f)» y'(v) =v (—ﬁf+@f +f),
que nos leva a eq. de Bessel
v () + o f (v) + (v* = (1/8)%) f(v) =0, (7.74)
para v = 1/3. Entdo a solugao para z > 0 é:

2 2 2
y(Z) = —Z {AJ1/3 |:§Zg/2:| + Bt],l/g |:§ZS/2:| } , 2> 0. (775)

Ja para z < 0, formalmente temos v — —i|v| e a eq. tornar-se a Bessel modificada. Como

a condic¢ao de contorno exige y(z — —oo) = 0, a solucdo s6 pode ser K, logo

2|z 2
y(z) =C %Kl/;; [5‘743/21 , 2 <0.
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A continuidade da fungao em z = 0 relaciona as constantes B e C. Tomando z — 0

= B,/ 33'?
\/; 2/3
1/3
— B 31/3
a3

~ _T(2/3)T(/3) ~ _ T(1—-1/3)D(1/3) v x .
Entao B = 5 C = 5 C = 2Sm(ﬂ/?’)C’ =

WA

Para z — —oo, a solugao possui a forma assintética

2|2| V3 212
y(z) =~ C %Tﬁ|z|_3/4e—§z3/2 = \/?(JL z — —00.

|Z|1/4 ’

A continuidade da solugao elimina uma das constantes, permanecemos com duas: A
e C. E possivel relaciona-las criando uma correspondéncia via assintoticos z — 200
- um “truque” (de Landau). Formalmente vamos tratar o argumento como complexo
—z — |2]€* (]z| = o0). O assintético z — —oo corresponde a escolha ¢ = 0. A priori

nosso novo assintotico complexo é

T fygmigpa € S
y(2,0) ~ 5Ce EEa |z| — oo.

O assintotico no outro limite é encontrado (mantendo |z| — oo fixo) ao variarmos conti-
nuamente ¢ no plano complexo, porém hé duas escolhas: pelo caminho (' - semi-circulo
superior [0, 7]; pelo caminho Cs - semi-circulo inferior [0, —7], ver figura[7.1]. A primeira

escolha leva ao assintotico:

m ei3=?
~ o —im/4
y(z,m) \/gCe sy

Ja a segunda escolha

T o157
. ~ Ny jim/4
y(z, —m) \/gCe sy

Cada escolha fornece uma parte do assintotico no limite z — +oo (até porque nenhuma

escolha é melhor que outra), entao para as solugdes nas duas semi-retas serem ligadas por
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uma continuag¢ao no plano complexo é preciso que para z — 400 0 assintotico seja a soma

dos resultados obtidos pelos dois Caminhoﬂ i.e.

y(z) ~ 20@%% (ei(%z3/2*”/4) + e*i<§23/277r/4))
z

V2 2 7r
=C i3 08 (523/2 — Z) : (7.76)

Cq

Cy

Figura 7.1: As duas escolhas para relacionar os assintoticos z — oo mantendo |z| — 0.

Para a relagao entre A e C' ser determinada ¢é preciso que a eq. (7.76|) seja obtida no limite

z — 400 em (|7.75)), que é

2z 2 2 T m 7T 2 ™o
NN I U - N S U 230 T T
3\ 72232 { cos (3Z 1 6) " Ssin(r3)C " (32 i 6)}
B 2C0m [ A 2 430 ™ W 1 250 m W
- \/;21/4 {C’w o8 (32 1 6) T Ysm(a/3) (3Z 17%6)
C A 1 2 T
— Vor—— e R 232 1)
7T,Zl/‘l{ <C7r * 2sin(7r/3)) cos(m/6) cos (32 4)

(% - m) sin(r/6) sin <§z3/2 - %) }

Comparando os dois resultados temos:

Q

y(2)

i B 1 B 1 A Cr
Cr 2sin(r/3)  2cos(w/6) ~ 2sin(7/3)

1No pensamento inverso (saindo do +oo para o —co) pode-se ver que uma parte do cosseno fornece o
assintotico correto (que decai) e a outra resulta numa exponencial crescente que ndo possui analogo no
outro lado. Por isso nossa anélise s6 fornece uma parte do assintotico por escolha.
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Tudo esta certo pois cos(m/6) = sin(n/3) = */75 Redefinindo C' — C'/+/2m, a solucdo final

do nosso problema é:

y(z) = gx/ﬁ {J1/3 Ezm} +J 13 Ezﬂ } ,2>0 (7.77)

y(z) = C\/ Kz {—12‘3/2] , 2 <0. (7.78)
T

A constante C' ndo pode ser fixada sem impormos algum tipo de “normaliza¢ao” (em

termos de “Delta de Dirac”). Os assintoticos so:

C 2

y(z) ~ —177 ©08 (523/2 — %) , 2 — 00, (7.79)
2
C e sl

y(z) ~ PRPEOR z — —00. (7.80)

Relacionar os limites 2 — 400 pode parecer uma escolha arbitraria ou até forcada de
fixar as constantes, mas esse truque faz todo o sentido no estudo da aproximacao WKB
na mecénica quantica e os resultados (com os fatores multiplicativos certos) ((7.79)) e (7.80)

sao cruciais 14.

7.7 FExercicios Propostos

(1) Fungao geratriz de J,(z): A fungao de Bessel com indice inteiro, J,,(z), pode ser

definida através da seguinte fungao geratriz:
g(z,t) = e3(t=1), (7.81)
Expanda a funcao em potencias de t para obter

g(z,t) = Z Jn(2)t", Ju(z) = Z l'(l_—l) (g) o .

n=0 1=0 (1 —n)!

As fungoes de Bessel sao os coeficientes da expansao. Derivando a funcao geratriz (termo

a termo) com relacdo a variavel ¢ obtenha a relagao de recorréncia (7.1)). Ja derivando em
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z obtenha ([7.2)).

(2) Seguindo os mesmos passos descritos na segao para a funcao N,,, mostre que K,

(eq. (7.41))) é solugao de (|7.34)).
(3) Resolva a eq. de Schrodinger bidimensional estacionaria da particula livre
(V2 K)u(@) =0,

utilizando coordendas “esféricas” (cilindricas sem dependéncia em z), com a condi¢do de
contorno ¥ (0) < oco. Dica: para a separagao de varidveis utilize o ansatz: (r,¢) =

™ R(r) e a identificagao ¥ (r, ) ~ P(r, ¢ + 27).
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Apéndice A

Transformada de Fourier e Delta de

Dirac

O objetivo deste apéndice é de, sem se aprofundar na matematica, introduzir elementos
basicos da transformada de Fourier, ao menos o suficiente para os nossos propositod}
Antes de falar de transformada de Fourier vamos fazer uma pequena revisao sobre séries

de Fourier.

A.1 Delta de Kronecker e Séries de Fourier

Se n,m € Z, entao o delta de Kronecker é definido como:

0, sen#m
P 7 (A.1)

1, sen=m

Lo aluno que desejar se aprofundar mais no assunto deve consultar a bibliografia



112

Existem muitas representagoes para a eq. (A.1). As de nosso interesse sao:

1 L
Opm = —— =ML

nx
L
- — ) sin <n_£v) sin <%>dw (A.2)

onde as duas tultimas nao representam gy = 1. Por inspecao direta vocé pode confirmar
que essas representacoes sao legitimas. A eq. serve como pré-requisito para a
definicao de séries de Fourier.

Seja a fungao f(z) um vetor no espago vetorial das funges continua por partesﬂ no
intervalo x € [—Lm, L7] (chamarei de C'P), entdo assumindo que o conjunto de vetores

(1/2,cos%,cos 2%, ... sin% sin 2L, .. ) forma uma base de CP, f(z) pode ser escrita como:

43 (o () hosin () ) (A3)

Mesmo sem provar nada a definicao acima é bem natural, onde a parte dos cossenos
(incluindo o termo ag) descreve a parte simétrica da fungdo, enquanto os senos a parte
anti—simétricaﬂ Para determinar os coeficientes de Fourier ag, a, e b,, vamos aplicar, res-

pectivamente, f_ dx f dx cos &£ f drsin %/* na eq. acima e utilizar (assumindo

uma integragao termo a termo) a eq. (A.2)). Assim temos:

o = L 7 da f(x)

Lﬂ- —Lm
1 Lm

@ = T 7Lﬂdxf(x)cos (%)

Lm

1
b, = - _Lwda:f(a:)sin <n_Lx> (A.4)

2funcoes que possuem apenas um ntimero finito de descontinuidades e de extremos (maximos, minimos
e pontos de inflexdo) em um intervalo definido.
3toda funcdo pode ser escrita como a soma de uma parte simétrica e uma ani-simétrica: f(x) =

3(f(@) + f(=2) + 5(f(2) = f(-2))
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Com as formulas cos 2 = 1(e'T + e 'L ) esin™ = L(e'T —e*T), a série de Fourier
L 2 L 2
(A.3) pode ser reescrita como:
o
f(z) = Z e’ T (A.5)
n=-—o00
onde
ap
o = —
’ 2
1 .
¢n = =(an—1ib,), sen >0
1 .
c, = §(a_n +ib_,), sen <0

Substituindo (A.4) na eq. acima, chega-se a uma férmula universal para ¢,

1 Lm

Cn = 57— » def(z)e 'L neZ (A.6)

7" na eq. (A.5) e usando a primeira eq.

que poderia ser derivada aplicando ffgﬂ dxe

de . Repare que nessa forma os coeficientes sao imaginarios, porém c; = c_,, 0 que
garante a realidade de f(z) (f(z)* = f(x)). Por outro lado, poderfamos ter definido a
série de Fourier como a eq. (sem referéncia a eq. (A.3)) com f(z) sendo uma fungao
complexa e mesmo assim a primeira eq. de garantiria que os coeficientes ¢,, seriam
dados por (A.6), i.e. as egs. e definem a série de Fourier mesmo para uma
fungao complexa (s6 que sendo complexa, ¢ # ¢_,). Isso encerra a pequena revisao sobre

séries de Fourier.

A.2 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier consiste no limite L — oo da série de Fourier, ou seja, ela
representa uma fungdo f(x) continua por partes que esta definida em toda reta. Vamos
ver como tomar tal limite.

Mudando a nota¢ao da seguinte forma: k =%, Ak = k(n+1) — k(n) = § e ¢, = c(k),
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entao temos pela eq. (A.5):

f@) = ) (LAk)e(k)e™

——
=1

= ZAk (V2rLe(k))e™
k

M

5

Definindo:

F(k) = (V2rLe(k) \/_/ da f(x)e ™

a série pode ser escrita como:

= T/(;;’“Ak — Y Aveay (A7)

k

onde Area;, é explicado graficamente na figura

F.ek
v2an

Areq Ak -

——
0

Figura A.1: Valores de %eikm (com z fixo) para varios valores de k& em um

exemplo hipotético. A soma na eq. (A.7) é dada pela soma das pequenas areas,
como mostrado no ponto k = [.

Quanto maior L menor serd Ak = % e mais proximos estarao os pontos da fig. 1}
Fica evidente pela figura (A.1) que no limite L — oo (Ak — 0) a variavel k se torna
continua, F(k)e™*® (x fixo) vira uma fungao continua de k e a soma (A.7)) tem como limite

uma integral em k (integral é a area sob a curva). Ou seja, o resultado final para a
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transformada de Fourier é:

flz) = \/ﬂ / dkF (k)e™”
FR) = o= / d f (z)e~ e (A3)

A.3 Delta de Dirac

A transformada de Fourier pode ser usada para derivar uma representacao integral da

“func¢ao” (distribuigao) Delta de Dirac (§(z)) que ¢é definida como:
/ f(z)o(z — zo)dx = f(x0) (A.9)

fazendo f(z) = d(z) na segunda eq. de (A.8)) implica que

1
F(k) = —
(k) o
e, consequentente:
5()—i/mdw’“ (A.10)
xTr) = o . € .

que é principal representacao da Delta de Dirac usada na fisica. Se afrouxarmos a condic¢ao
de f(z) € R, i.e. considerarmos f(z) uma fun¢do complexa (de um argumento real), e
definirmos a transformada de Fourier de f(z) como a primeira eq. de (A.§), a eq. -

garante que a transformada inversa seja dada pela segunda eq. de (A.8) (basta aplicar

% ffooo e~ nos dois lados da equacdo). O que quero dizer é que a formula (A.8) vale

mesmo para func¢oes complexas.

Algumas propriedades da Delta de Dirac sao:
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ao invés de f(z) =0(z) e F(k) = \/%7

o [(x)o(x —a) = f(a)d(x —a) (|f(a)] < o0)

prova: [, f(x)3(z—a)de = f(a).1 = fla)( [, 0w —a)dz) = [, f(@)d(z—a)da
d(ax) = % (A.11)

prova: [ 8(a)de = [, 5() ald = [ (lald(laly))dy = [, (alé(ay))dy =
S, (lalé(a))de

Y —>
g ()]

, onde g(x;) =0e g¢'(x;) #0 (A.12)

=1 |

prova: d(g(z)) é ndo nulo apenas ao redor dos zeros de g(x). Por exemplo, se g(x)

possui apenas um zero em = = x1, ao redor dele g(z) ~ g(x1) + ¢'(z1)(x — 1) =

g'(z1)(x — 21), logo d(g(x)) = (¢ (21)(z — 21)) = d(x — 21)/|¢'(21)], por (A.11). A

generalizagao para n zeros é imediata

/_Zé(g(x))da: :/_Zéa(g’(xi)(x_g;i))dm

Y 5($_xl) X €T;) = .

A.4 Transformada de Fourier em d dimensoes e con-

sequéncias

A generalizacao da Delta de Dirac para d-dimensoes é:

f(@)o4 &z — #)de = f(Z) (A.13)

Rd
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ou seja:

54z — &)

|
=)

(ry — 2))0(xe — 2h) ... 0(xqg — 7))

1 [ . , 1 [ . /
— = dk tk1(x1—2h) _/ dk lkd(l‘d*]ﬁd)
(3 [ sette) o (5 [

2m)d /Rd ‘ ( )

—_

—~

A forma natural da transformada de Fourier em d dimensoes é:

>\ ; d 7 eiE.i
f(@) = (am)iP /Rd d*kF (k) (A.15)

eaeq. ((A.14)) mais a definigao ((A.13)) garantem que a transformagao inversa (basta aplicar

W Jpa e~% nos dois lados da eq. acima) seja dada por:

F(R) = W /R e f(@)e (A.16)

definindo a transformada de Fourier em d-dimensoes.
Uma propriedade interessante (e muito importante na mecanica quantica) da transfor-

mada de Fourier é a igualdade de Parseval:
[ dtsir@p = [ awirdp (A17)
R4 R4

A prova consiste em usar a eq. ((A.15) e depois a representacao da Delta (A.14)):

- 1 I (TN —ik T 1 N ik.E
/Rdddx]f(x)F = /Rdda:<<2ﬁ>d/2 /RdddkF(k)e F )((%)d/z /RdddkF(k)ek)

d
o o 1 oo
= / d'k / d'K'F(k)F* (k') / e
R? R? (2m)? Jga

(.

-~

=54 (k—k')

= / dk|F(K)[?
R4

Iremos encerrar o apéndice mostrando como resolver uma eq. diferencial parcial através

da transformada de Fourier e da representacao integral (A.10) da Delta de Dirac. A eq.
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em questao é:
(V%m) —pAG(E - T) = —ed* (T — T (A.18)

i > 0 é uma constante com dimensao do inverso do comprimento. Substituindo no lado

esquerdo a transformada de Fourier

= o 1 3.0 1) pik-(T—7
G(I—7)= T /de kG (k)e'™ %)

e no direito a eq. (A.14) (com d = 3), ficamos com:

1 37, ik(Z—7 2 2\ A €
(27 )32 /de k™ )<_ (|k]" + )G (k) + (27)372 =0

como a transformada de Fourier de zero é zero

(&

= G(lk|) = H
(2m )2 ([RP + 122)

O uso da transformada de Fourier transfere o problema de resolver a eq. diferencial (A.18])

em resolver a seguinte integral:

e ik (E—F')
G(7—-17) = / Pl——
(2m)* Jrs (k|2 + p2)

passando para coordenadas esféricas: d®k — k?sin Odkdfde e E(f — @) = krcosf, onde

k=l|kler=|7—7

. e 27 o) k},2 T " )
_,_ — — d dk d@ : 0 1KT COS
6@=2) = o [ @ gy || s

fil dgeikre

_ e / dkk:sm(k:r)_ e / dkk‘sm(kr)
0 _

272 K2+ pu2  Ancr ) o k24 p2

o) ikr o] ikr
_ € o i ke e N / " ke
47r2r“”(/_oo ) amr U\ T ke i)k — i)

=(I)

ze ze'* "
I = f dz - — = 2m’Res( - - ) = qme M
D= v GG —in)._,




119

onde o contorno C' ¢é dado pela figura (A.2)). Pegando a parte imaginéaria do resultado

acima chegamos a resposta do problema:

Imz

R- o
®iu

- - Rez
® —iu

Figura A.2: Contorno C

Glr) = - e (A.19)

- A4qr

conhecido como potencial de Yukawa. No limite y — 0 e com e = %, a eq. (A.18) vira
a eq. de Poisson que descreve o potencial elétrico no ponto # de uma carga pontual no
ponto 7 com carga elétrica unitaria. E a solucao fica:

Gy = 1

4meg r

(A.20)

Por fim, mostrarei como a solugao (A.20) é suficiente para determinar o potencial ele-

trostatico de uma distribuigdo de carga p(Z) localizada (a carga total da distribuicao é

q = [gs p(T)d*z), com a condi¢do de contorno () = 0. Tal potencial obedece a

|Z]—o00

eq. de Poisson:

V(%) = — (A.21)
Assumindo ¢(Z) da forma:

(@) = / PG - 7)ol
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Aplicando V?:

V2p(T) = /R ) P’V G(E - 7))p(T) = _p(@)

€0

que s6 ¢ verdade se G(Z — @) for solugao de (A.18) com p = 0 e e = %7 i.e. se for

a eq. (A.20). Portanto, a solugao geral da eq. (A.21]), para a condigdo de contorno

o(7) =0, é:
|Z| =00
1 (')
7) = d*z’ A.22
go(x) 47T€0 /R3 ’.T — | ( )
onde o integrando pode ser expandido em termos de |%‘ = 7% (se |@| for maior que as

dimensoes da distribuigao de cargas) via formula ((5.14]).

"\ .7
) = 3./ .
p(T) = 47re(yr E /Rgd x'p(x Hcos@)(r), cosf = o~

B 1 q 1 px 1 Tilly i
N 47T€0T+47T60 r3 +47re 21> o @t

que é a famosa expansao multipolar. Os termos p e Q% sao, respectivamente, chamados

de momento de dipolo e tensor de quadripolo e sao dados por:

ﬁ — / dSLEIH/p( )
R3
Qz] — / dsa:/p( )(325/1 15 6ij7"/2)
R3

Q% ¢ um tensor simétrico (Q¥ = Q%) e de traco nulo (30_, Q¥ = 0).
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Apéndice B

Singularidades em EDO

Uma Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) do tipo

y'(2) + P(2)y () + Q(2)y(2) = 0, (B.1)
é dita singular no ponto zy se ao menos um dos limites

lim P(z), lim Q(z2). (B.2)

Z—20 Z—20

nao é bem definido. Quando P(z) e Q(z) sao razoes de polinémios, a singularidade pode
ser regular ou essencial (irregular). O caso regular ocorre quando

lim (2 — 20)P(2) = a, lim (z — 2)?Q(2) = B; |al, |B] < oo, (B.3)

Z—r20 Z—r20

ou seja, a fun¢do P(z) pode ter um polo simples e Q(z) um polo duplo. Caso esses

requisitos nao sejam satisfeitos a singularidade ¢ dita irregular ou essencial.

Mas o que significa uma singularidade numa EDO e qual a importancia de ser regular?
Quando uma EDO possui uma singularidade num ponto, logo nao é bem definida nele,
implica que uma solugdo dela, eventualmente, também nao é definida (é singular) no

mesmo ponto. O fato ser regular resulta num comportamento, ao redor da singularidade,
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que obedece a uma lei de poténciaﬂ Todos esses conceitos podem ser facilmente entendidos

colocando as maos na massa.

Suponha zy um ponto de singularidade regular, multiplicando (B.1]) por (z — z)? fica-se

com

(2 = 20)""(2) + (2 — 20) [(z = 20) P(2)] ¥/ (2) + [(2 — 20)*Q(2)] y(2) = 0.

Tomando z & 2, os termos [(z — 29) P(2)] e [(z — 20)?Q(2)] podem ser substituidos por

(B.3) e a EDO fica aproximadament%

(z — 20)%Y"(2) + a(z — 20)y'(2) + By(z) =~ 0, (B.4)

uma equagao de Euler, cuja solucio é da forma y ~ (2 — 29)*. O paramatro k é solucao

da equacao caracteristica

2
k:2+(a—1)k:+,8:0—>ki:1;a:t\/(1_a> - B. (B.5)

Temos duas raizes pois a EDO é de segunda ordem. A conclusao é que perto de z = zg a

solugao geral (duas fungoes 1.i.) de (B.1)) é
y(2) = Az — 20)" + B (2 — 2)".

Provavelmente ao menos uma das raizes ki é negativa (se 5 < 0, k= < 0 sempre) e a
solugao correspondente é singular. Essa analise é importante para identificarmos a forma
como uma solucao diverge no ponto zy. A existéncia da singularidade implica que nao hé
solugao de da forma “usual” de Frobenius (em termos de série de Taylor) centrada
em zo, i.e., Yy # o gn(2—20)". Por outro lado, conhecendo k; a singularidade pode ser
fatorizada e o “resto” da solugao pode ser escrita em série de poténcias. Vamos chamar

esse método de Frobenius generalizado (na verdade esse é o método de Frobenius mesmo),

'Excecbes serdo tratadas em separado.
2Nao mostre esse argumento para um matematico!
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a solugao geral de (B.1)) escrita como uma série de poténcias centrada em z, possui a forma

y(2) = Az — 2)*y(2) + B (2 = 2)"y-(2), (B.6)
ye(z) = 0B — )" =1+ 9P (- 20)+..., g5 =1

Uma forma pratica de lidar com o problema é propor diretamente diretamente o ansatz

[e.e]

y(z) =A Zgn(z —20)" P = Az = 2) (1 +gi(z—20) +..), go=1, (B.7)

n=0

ao redor da singularidade regular. As proprias relagoes de recorréncia da EDO irao de-
terminar os possiveis valores de k (o resultado obviamente ira coincidir com a eq. (B.5))
e as duas séries de poténcia sérao obtidas. O método é um pouco sutil em alguns casos

excepcionais:

e o = 1: O resultado (B.5) torna-se ki = £+/B. A priori ndo temos problema, mas se
a EDO original depender apenas de 3 = k2, pode acontecer do método fornecer duas

solugoes linearmente dependentes - exatamente o que ocorre na EDO de Bessel.

o 3 = (1_40‘)2. Aqui (B.5|) fornece apenas uma raiz (caso degenerado). O método de

Frobenius generalizado permite a construcao de apenas uma solugao.

Nesses dois casos o que aconteceu? Onde esta a segunda solugao independente? Quando
o método de Frobenius generalizado nao fornece as duas solugoes L.i. significa que a outra
solucdo possui singularidade essencial no ponto zy (a solugdo em questdo nao pode ser
expandida em série de poténcias centrada em z, multiplicada por (z — 2)*). Esse assunto

é tratado no apéndice [C]

Para terminar o apéndice falta tratar o caso de singularidade em |zy| — 0o. A descrigdo
feita até aqui nao funciona diretamente nesse caso - nao é possivel tomar |zy| — 0o em

. A solugao é trazer singularidade para um ponto finito, por exemplo para a origem.
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Com a troca u = 1/z, as derivadas em z ficam

d _dud 1d _ ,d
dz dzdu  22du udu’

& ,d [ ,d L2 L d

Na nova coordenada a EDO (B.1]) ganha o aspecto nada amigéavel

Cy(w) 1 (2 _ P(Z(U))) dy(u) 1 Q(x(u))

du? U U du U

A singularidade no infinito (positivo ou negativo) em z foi mapeada no ponto u = 0. A

partir daqui basta usar o raciocinio ja exposto, P, = % (2 — @) e Qo = %Q(i(;‘)).

No caso de existir singularidade em u = 0, ela sera regular se

(o~ P

u—0 U

lim u Py, (u) = lim = b, (B.9)

u—0 u—0

CoOmM (s € Poo finitos. Quando ao menos um dos limites nao existe a singularidade é

essencial (irregular).

Vamos ilustrar o estudo das singularidades em dois exemplos de EDO’s:

e Hipergeométrica: Na EDO , P(z) = z(lc—z) — (a(ﬁj)l) eQ(z) = —Z(f_bz). Claramente
temos singularidades em z =0 e z = 1 (2 — oo sera analisado em separado). Para z = 0,
ap = c e By =0, portanto a singularidade é regular. De acordo com temos kio) =0
e k’éo) =1—-c(sec<l, kio) =kye k;;o) = k_, caso contrario eles serao invertidos). Os
valores sao exatamente os encontrados em . Jiemz=1 a3 = —ct+a+b+1le [ =0,

entao a singularidade também é regular com as poténcias kgl) =0e kél) =c—a—>b A

solugao deve ter o comportamento
y(z) = AV (14+ 01 - 2)) + BY(1 -2 (14+0(1 - 2)), (B.10)

ao redor de z = 1 (resultado consistente com (2.14))). Por fim, no limite v = 1/z — 0

temos uma singularidade evidente (via (B.§])) com an, = 1—a—be S5 = ab, as poténcias
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sdo k% = q e k) = b, logo para |z] > 1

y(2) = Awu (1+0(u)) + Boou’ (14 O(u))

= Aoz (1+0(1/2))+ B 2" (1+0(1/2)), (B.11)

forma que corrobora com ([2.17]).

e Hipergeométrica Confluente: Na EDO , P(z) = £ —=1e Q(z) = —2. Temos
singularidades em z = 0 e z — oo (basta verificar). Em 2z = 0, ag = ce Sy = 0
(exatamente como na hipergeométrica). As poténcias ficam k;o) =0e kéo) =1—c Em
u=1/2z — 0 as coisas sdo um pouco diferentes, nenhum dos limites

1 (5 2E00)  y QG

u—0 U U u—0 u

é bem definido. Essa singularidade é essencial. A prova cabal vem do assintético (2.68)),
onde existe um termo com e* = e'/*, que nao pode ser expandido em série de poténcias

ao redor de u = 0.
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Apéndice C

Wronskiano e a segunda solucao

independente

Em alguns casos o método de Frobenius s6 fornece uma das duas sulugoes independentes
de uma EDO de segunda ordem. O objetivo deste apéndice é tentar responder duas
questoes: 1) Existe uma forma geral de encontrar a segunda solugao? 2) Por que o
método de Frobenius falha em certas situagoes?

Para responder a primeira pergunta (cuja resposta é sim) vamos estudar o Wronskiano.

C.1 Wronskiano

Tenha uma EDO de segunda ordem do tipo

y'(x) + P(z)y'(x) + Qx)y(z) =0 (C.1)
cuja solucao geral seja dada por:

y(x) = Ayi(z) + Bys(x); A, B = const
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onde y;(x) e ya(x) sao solugoes linearmente independentes (1.i.) da eq. Entao o Wronski-

ano é definido como o seguinte determinante:

Y1 Y2 d ry

Wia) = =y — e = i (2) #0 (C:2)
/ / dz N
Y1 Y2

O Wronskiano é nao nulo, pois se o fosse indicaria que y; e ys nao sao Li. (yi(z) ~ ya(x)).

Derivando o Wronskiano:
W'(z) = y1yy — yi'y2

como y; e yo sao solugoes de (C.1)): ¢/ = —Py. — Qyu;, i = 1,2, a eq. acima pode ser

escrita da seguinte forma:

W'(z) = nvh —ylva = =1 Pyl — Quiya + Pyiys + Quive

= —P(ys — Yiy2) = —P(x)W(x)
Integrando:
W(z) o eI PO% (C.3)

Uma observagao importante é que quando P(z) = 0 (a EDO de segunda ordem nao possui
termo de primeira derivada, e.g. a equagao do oscilador harmonico ou uma equacao de
Schrodinger estacionaria em uma dimensao) o Wronskiano é uma constante (W’ (x) = 0)
nao nula. Geralmente em problemas de Mecanica Quéantica a constante é fixada de acordo

com as condig¢oes de contorno do problema.

Agora igualando as egs. (C.2)) e (C.3])

NI QR

yi(n)
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entao

(@) o< 1 () / P (- Pe) (C.4)

yi(n)

Portanto, conhecendo uma das solugoes (y;(x)) a outra é completamente determinada (a
menos de constante multiplicativa) por (C.4)). Nossa primeira questao esta respondida.
Vamos aplicar este método num exemplo bem simples que dara a dica para a resposta da

segunda questao. Tenha a EDO:

zy’(x) + 3 (x) =0

Tentaremos resolver via Frobenius, i.e. substituindo o ansatz y(z) = >0  Cpa™t*:

=0 = i <C’n(n +k)(n+k—-1)+Cy(n+ k‘))x"*k’l

n=0

= Z Cpo(n + k)"t

n=0

ou seja, C,, = 0, exceto C_j. Assim, y(z) = y1(x) = C_ = const que obviamente é
solugao da eq. acima. O método nao forneceu a segunda solucao, vamos acha-la via eq.

[©4) (com P(z) = 1)

ya(x)m/zdnexp<—/n%d§)Z/mi—nzlnlwl

A solucao geral fica:
y(x) = A+ Bln|z|; A, B = const.

O exemplo acima é muito simples, mas muito instrutivo, ele fornece a explicacao exata
do método de Frobenius falhar em certas ocasioes. O motivo é que uma das solugoes
(que chamamos de segunda) possui uma singularidade essencial no ponto x = 0 (no
caso, Inz, x — 0) e como nao é possivel expandir uma solugado em série de poténcias

ao redor de uma singularidade essencial é natural que o método de Frobenius falhe. O
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comportamento apresentado pelo exemplo é de certa forma geral, no sentido de quando o
método de poténcias falha temos uma segunda solugao com o comportamento Inx, x — 0.
Um exemplo mais complicado ¢ o da hipergeométrica com ¢ = 1. Nesse caso, as duas
solugdes independentes (ver eq. ) coincidem, i.e. o0 método de Frobenius s6 fornece

uma solugao. A segunda solu¢do pode ser obtida por (C.4) (com y;(z) sendo dado por

(2.4))

N 1 1 2 “dz
ya(z) o yl(z)/ dz” )2|,|\<,<1/ a

ZL = 2oty (2 |2'|

~ In|z|

mostrando o comportamento logaritmico préoximo de z = 0. Um outro exemplo é a

segunda solugao da de Bessel quando v = 0, ((C.4]) fornece

yg(z)NJU(z)/zﬁw/zi—xwln|x|, v = 0. (C.5)

Como pode ser visto nesses exemplos, o calculo da eq. é, em geral, muito complicado.
Por isso vamos desenvolver um método alternativo para encontrar a segunda solucao.

Suponha que Frobenius s6 forneceu uma solucao para a eq. (y1(x)), pelos nossos
argumentos a segunda solugao deve ter um comportamento Inz, x — 0, o que nos estimula

a tentar o seguinte ansatz:
y2(x) = u(z)Inz + v(x) (C.6)

u(x) e v(z) sdo fungoes a serem determinadas. Colocando em ((C.1))

2u’ U u

Inz(u” + Pu' + Q) + — - EP($) +" + P(x)v' +vQ(x) =0

Escolhendo © = y; o primeiro termo se anula, resultando em:

o+ P + Qoo = L Yiprp) — o (C.7)

2 T
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Agora podemos tentar resolver a eq. acima tomando

v(x) = Z Cpaz™ "
n=0

i.e. com Frobenius. Escrevendo explicitamente a série de y;(x) nos termos do lado direito
e comparando poténcia a poténcia, podemos determinar os coeficientes C,.

Resumo: quando o método de série de poténcias falha, fornecemos argumentos para con-
vencer o leitor que isso é resultado de um comportamento logaritimico nas proximidades
do ponto de origem da série, o que sugere o ansatz (C.6). Escolhendo u(x) = y;(z) (so-
lugao conhecida), chega-se a eq. que, talvez, possa ser resolvida pelo método de

Frobenius.
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Apéndice D

Problema de Sturm - Liouville

Dada a equacao diferencial ordinaria de segunda ordem:

y(xz) =0 (D.1)

com as(x) # 0, exceto em alguns pontos isolados (possiveis singularidades). Multiplicando

a eq. por p(z) = exp([” Z;gg dz) e definindo ¢(z) = @ exp( [* ‘”(i; dx), reescrevemos a

az(z) a2 (T

eq. (D.1) na forma Auto-Adjunta (algo sempre possivel):

Ly(z) = (p(2)y' (x)) + q(x)y(z) =0 (D.2)

A forma (D.2) pode ser ttil ao resolvermos problemas de auto valores, i.e.

Lyn() = = pnw(@)ya(2) (D.3)

supondo que cada y, corresponda & apenas uma constante j,, ou seja, sem degenerescén-
cia. A fungdo w(z) (positiva definida) é chamada de func¢do peso e serd importante mais

A frente.

As fungoes y, () (para vérios valores de n), estao definidas no espago vetorial das fungoes

continuas por partes, num certo intervalo do argumento z (por exemplo, [a,b], [0, c0),
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(—o0,00), etc.) que vamos chamar de C'P. Existem certas restrigdes sobre p(x), ¢(x) e

w(zx) que sao:

e p(x) > 0 é diferenciavel em CP e p(z) =0 em OC'P (extremos (ou bordas) de CP)

e ¢(x) e w(x) > 0 (pode ser zero em JCP) s@o continuas em CP

As condigbes acima sao suficientes para mostrar a ortogonalidade entre as fungoes y, ().

Para provar a afirmacao, basta tomar a seguinte diferenca:

Yn(LYm) = Ym(LYn) = (tn — )W (2)Yn (2) Y ()

que apos simplificagoes no lado esquerdo (usando a eq. (D.2)) toma a forma

[p(2) (90 (2)Y3 (@) = Yon (@) (2))]" = (0 — pom )o@ (2 () (D.4)
conhecida como identidade de Lagrange.

De acordo com nossas condigoes, p = 0 em 0C'P (limites de C'P). Assim ao integrar (D.4)

em C'P temos:

=0 = (o — i) / () (e)ya(e)

(@) 0 (W () — @ )| =

Com isso, concluimos que se fi, # ft,, entao

(s ) = /C wlaa(@hn () =0 £ m (D.5)

Ou seja, as fungoes y, e y,, (n # m) sado ortogonais em relagao ao produto interno definido

pela eq. (D.5), onde a func¢ao peso w(z) tem o papel de garantir que a norma quadrada

I

de y,, seja bem definida, i.e. ||y,||* = (Yn,yn) < o0.
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No caso de n ser um indice discreto, variando de zero até o infinito, a eq. (D.5) “garante’{l]

que uma fungdo F(x) em CP possa ser expandida em termos de y, (i.e. y, forma uma

base de C'P)
F(z) = chyn(:v), com (D-6)
1 1
b = TP = T [ el P (D7)

Se F(z) =0(x — ') (z,2 € C'P), temos a relacao de completude (ou completeza):

oz =) _ 5( / xw(i)di) - Z prn(x)yn(x') (D.8)

w(x)

onde na primeira igualdade usei a manjada formula (A.12)).

INao é exatamente uma prove matematica.



134

Apéndice E

Integrais gaussianas

Integrar gaussianas é uma tarefa corriqueira do fisico. Elas aparecem desde o famoso
teorema do limite central até em tudo que o formalismo de integrais de caminho possa
ser utilizado - fisica estatistica (termodindmica), mecanica quantica e teoria quantica de
campo. Neste apéndice assumimos muito pouco do leitor, apenas o basico de analise
complexa (teorema de Cauchy). Vamos calcular explicitamente a integral gaussiana e
apenas com esse resultado simples sera possivel introduzir um método poderoso, cha-
mado de ponto de sela, para estimar integrais complicadas em certos limites. O material

apresentado aqui basicamente segue a referéncia [9).

E.1 Integral Gaussiana:

A integral gaussiana com uma variavel é definida como:

I\ = /Oo e d. (E.1)

Uma forma engenhosa de resolvé-la é tomar o seu quadrado,

I*(\) :/ e_zfda:/ e_ykdy:/R2 dmdyefﬂz%ryQ).

—00 oo
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Utilizando coordenadas polares

27 o] .2 2\ 2 )\ o)
I’(\) = / / dordres "2 % due" = M.
o Jo 0

Entao:

/Oo e de = V. (E.2)

O resultado é imediatamente generalizado para n variaveis
1 ¢ 2 * s " n/2
/n d"x exp Y ;xl = /Oo e Mdx; | = (Am)"". (E.3)

Uma outra generaliza¢do (muito importante) é colocar uma func¢do quadrética na expo-

nencial
I(b) = / A"z e 2Ty thi: (E.4)

com i,j = 1,...,n e assumimos soma nos indices repetidos (notagao de Einstein). A;; é
a linha i e coluna j da matriz simétrica A (A4;; = Aj;) com detA # 0. Essa intergral é
transformada numa gaussiana quando “completamos o quadrado”. Para isso usa-se como
variavel y; = x; — (Tpmin )i, onde (0 ); € a i-ésima componente do vetor Z,,;, que minimiza

a funcao na exponencial, i.e.

o (1

Sendo A = A™! (A;; = Ajy), entao (T )i = Aijb;. A translagao z; = y; + A;;b; resulta

= A1 (Tmin)j — by = 0.

i=(Tmin)i

em

I(b)—/ dny6*%Aij(yiJFAilbl)(yj+Ajlbl)+bi(yi+Aijbj). (E.5)
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Usando que A;;Aj; = 4,5, a integral se simplifica

I(b) = ez isbibs / d"y e 2 Aiviv;
A coisa ja melhorou bastante. Uma licao importante: a translagao ao redor do minimo da
funcao foi o que eliminou o termo linear na integral. Para ficar com cara de gaussiana pa-
drao s6 falta diagonalizar o integrando. Como a matriz A é simétrica e com determinante
nao nulo, entao existe uma matriz ortogonal A (AT = A~ e det A = 1) tal que D = AT AA
e D ¢ diagonal - D;; = d;6;; (sem soma em 7). Em notacgdo matricial y;A;;y; = YTAY,
onde YT = (y1,...,9,). A troca de coordenadas Y = AF — d"y = det Ad"f = d"f, leva

a simplificacao:

n

n/2
LAbib; np —Sn, L2 (27)/ LAijbib;
— €2 (VR ae] dfe =12V = —~ 27T
n

H?:1 d;

A resposta final pode ser relacionacionada com a matriz original A, [[I_, d; = det D =

det(ATAA) = det A=' det Adet A = det A. O resultado ajeitado é:

n/2
[(b) _ / dnx€7%A1j1i1j+bixi — %eéAijbibJ”A — Ail' (EG)
n et

E.1.1 Gaussiana de argumento complexo

A integral gaussiana apresentada é 1til principalmente na mecénica estatistica, em meca-

nica quantica o que costuma aparecer é

E R
/ e xdx, v eR. (E.7)

—00

De forma ingénua tomamos x — €™z em (E.2) e aparentemente a integral acima é
e™/*\/ 7. Numa primeira olhada ndo ha nenhum argumento para garantir que esse resul-

tado esté correto, mas pelo que incrivel que pareca ele estd! A prova consiste no estudo
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da integral no plano complexo

7{ dzeiZQ,
c

onde C' é o caminho apresentado na figura Pelo teorema de Cauchy a integral
é nula (nao ha polos dentro ou sob o caminho de integragdo). Um ponto importante
¢ que nas curvas (pedagos de circulos) que ligam as retas o integrando é nulo - ex® =
exp [i(Re(2)? — Im(2)?) /X — 2Re(2)Im(z) /] — 0 para Sm(z), Re(z) — +o0o e Im(z), Re(z) —

—00. Portanto temos

0 :f dze’™ :/ d:):eix+/ dzex” | x = Re(2),
C —o0 C

450

na segunda integral z = ye'™*, —0co < y < oo (fase fixa) e o caminho de integracio é do

400 para o —oo. Da brincadeira conclui-se:

/ dx ex* = e”/4/ dye 3V = N, (E.8)

o0

o resultado esperado.

SIm(z)s

\ 4
Y

Figura E.1: Caminho fechado C' (a dire¢ao da seta esta errada no oitavo de circulo inferior).
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E.2 Método do ponto de Sela

E uma forma poderosa de estimar certas integrais num contorno complexo trabalhando
apenas com gaussianas. Comecemos com integrais reais de uma variavel, depois vamos

fazendo as generalizacoes.

E.2.1 Caso real

Tenha a integral:

b
I()\):/ e_¥dx, (E.9)

as hipoteses para o uso do método sdo: i) S(x) possui um minimo global no intervalo
[a,b]; ii) A > 0 e a aproximacao a ser feita ¢ boa quando A < 1. Com essas hipdteses, a
maior contribui¢ao da integral vem das redondezas do minimo global de S(z) - devido ao

sinal negativo na exponencial. Assim vamos expandir S(x) ao redor do minimo x,,;,

1
—_——— 2 — —

=0 >0

S”(mmin)
2

s’ (xmln)
/ (b Tmin) S(mmm) 2
S// xm’m, / /S//(mmzn) xmzn a eXp <_ )\ - y + O(\/X)) dy7

como \ < 1, o intervalo de integracao pode ser estendidos para toda a reta tornando a

E com a troca de variavel y = (T — Tmin), & integral ganha a forma

integral (na aproximagao) a de uma gaussiana simples

2T\ SGpmin)

A aplicagao mais famosa deste resultado ¢ a estimativa da integral (|1.1)) - fungao Gamma

- quando o argumento (real) z é muito grande. Identificando A™* = 2z —1>> 1 e com a
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troca x = A\t

F(Z) = / dt tz_le_t = / dt €—t+(z—1)1nt = )\—1 (/\—1)>‘71 / dx e—%(m—lnm)j
0 0 0

ouseja, S(x) = z—Inz. E trivial perceber que esta fungdo possui um minimo global j que

S(0) = S(c0) = co. Tal minimo é identificado por S’ (Tyin) =1 — —— = 0 —= Tppin = 1.

Tmin

também precisamos de S(1) =1 e S”(1) = 1. A forma assintotica é:

2
(e) & (= )M e ) = V(e - )2 (E.11)

tomando o logaritmo e fazendo z — z + 1
Inl(z+ 1)~ (z+1/2)In(z) — 2z +InvV2r ~ 2 (Inz — 1) + O(In 2), (E.12)
a famosa formula de Stirling. Em particular se 1 < z= N € N
InN!'~N(InN-1)4+O(nN), N> 1. (E.13)

Formula muito usada na fisica estatistica.

E.2.2 Caso complexo

A forma da integral permanece a mesma
_5(=)
I.(\) :/dze AL (E.14)
c

a diferenga é que o argumento é o nimero complexo z = x + iy e S(z) = Re[S(2)] +
iSm[S(z)]. A estratégia é parecida com a do caso anterior, procurar a regiao que mais
contribui para a integral. Certamente ela esta nas proximidades do minimo (global) da

parte real de S(z), ponto que nem precisa estar localizado ao longo do caminho original
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- podemos deformar o caminho de integragéoﬂ para incluir o ponto. Mas isso nao é
suficiente, se a parte imaginaria oscila muito nas proximidades do ponto em questao
teremos superposigoes destrutivas e uma contribuicao pequena na integral. Assim, além
de querer um minimo da parte real de S(z), vamos deformar o caminho de integragao
para ao redor deste ponto a parte imaginéria de S(z) ficar ﬁxaE| - evitando superposigoes
destrutivas. Como isso funciona na pratica? Sendo a fungao analitica (derivada no ponto

nao depende da diregao), o ponto procurado é S’(z.) = 0. Ao redor deste ponto

S(2) — S(z0) ~ %S"(zc)(z _ )

com u +iv = (2 — ZC)G%AW[S”(zz)l
1 1
S(2) = S(ze) m 31 (o) (u+ v)* = 515 (z)"l(w* = v?) + IS (z)"|uv.

Para a fase ficar fixa ao redor de z., a parte imaginéria acima deve ser nula-u = 0 ou v = 0.

, . ORe[S(z2)—S(zc) _ ORe[S(2)—S(zc) _
Olhando para a parte real, é evidente que %‘z:% = % ... =0(a
fungao ¢é analitica portanto S’(z.) = 0 por qualquer dire¢ao), mas na diregao u (v = 0)

?Re[S(2)—S(2c)]

=3 !Z:z = [5"(2,)] > 0 - um minimo (logo um méximo de —Re[S(z)]), enquanto

9?Re[S(2)—S(z0)]

52 |Z:z. = —[5"(z.)] < 0, um maximo. A ligdo

que na direcao v (u = 0),
aprendida é que todo ponto z., onde S’(z.) = 0, é um ponto de selaﬂ (dai o nome do
método) da parte real de S(z). Como queremos o maior valor no integrando (menor valor

da parte real de S(z.)) o caminho a ser escolhido é o de v = 0. O caminho de integragao

¢ deformado de acordo com a figura e fica-se com

_S8(») _S(2) _ S5(ze) 1 o
[c()\) = / dZ e A = / dze X e BN / dZ e 2)\5 (zc)(z zc)
¢ Czc C

S(zc) 18" (ze)] ;
= e / dze  mn (wtiv)
C..

_5(z) _18"(ze)l

o= EGe s ArglS (2] / " due— gl (E.15)

Q

INa parte analitica da funcdo - sem cruzar pélos.

2Por isso em alguns lugares método do ponto de sela é chamado de fase estaciondria.

3Um minimo numa direcio e méaximo na direcdo ortogonal. A superficie associada a funcao nos
arredores deste ponto é similar a de uma “sela de cavalo”.
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15" (zc)]

Com a troca de coordenadas y = )

u, o integrando torna-se uma gaussiana comum
‘ lo — 4/ 187zl 15"zl,, A ‘ lo de 3 d

no intervalo o Ue <Y < oy Ue- Como A < 1, o intervalo de integragao pode

ser estendido para toda a reta - com resultado \s%/;'q Portanto na aproximacao de

ponto de sela

Q=22 o [ 2MA s iang(sn(a) (E.16)
c |5 ()"

<
<

Figura E.2: Caminho original C' em vermelho e sua deformagao C.,, em preto, para
incluir o ponto de sela.

Em fisica nao costuma aparecer integrais com argumentos complexos, o mais comum

(principalmente em mecanica quantica) é a pura fase:

/ eiS(f;)dx, (E.17)

onde i é um parametro pequencﬁ e x é real. Os mesmos passos sao tomados e o resultado
equivale a eq. com a troca S — —iS e ArgS”[z.] = 0. Isso se justifica pois
algebricamente nao ha diferencga entre esse calculo e o do caso real e ja& mostramos que a
integral gaussiana com um “7” fornece o mesmo resultado da gaussiana real, eq. . A
diferenca é que nao ha parte real na exponencial, logo nao ha minimo global da parte real.

Todas as solugoes de S’(x) = 0 sdo igualmente relevantes e deve-se somar a contribuigao

4Faz o mesmo papel do A. S6 mudamos para ficar com mais cara de Mecanica Quéantica. A esséncia
da aproximagao aqui é que o integrando é uma pura fase e essa fase é grande.
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de cada uma. Para um caminho com n pontos de sela, a aproximagao fica

° ;Sep)
/ dw e NZ —zS”x e (E.18)
Cl

—00

Para ilustrar vamos usar o resultado para estimar a importante integra]ﬂ

V) =5 / e (57), (E.19)

nos limites © — oo e x — —o0. A aproximacao cabe aqui pois em ambos os limites a fase
na integral é grande (hipotese basica do método), o “pardmetro pequeno” (o A ou h) é
1/z. Identificamos zS(p) = (—% +p)x, com os pontos de sela: S'(p) = —p*/z+1=0—
p+ = £/x. No caso z — —o0, —i5"(p+)x = 2ips = :F2\/m e a integral fica real ao redor
destes pontos (caimos na subsecao . O ponto p; é um minimo e p_ um méximo (de

—iS(z)x). O maximo é quem fornece a maior contribui¢do, por (E.10)

‘3/2

1 2m(1/7) sy Lle 5P

e A F

T — —00. (E.20)

No outro limite, x — 400, as coisas mudam. A integral é complexa e ambos os pontos

(de sela) contribuem. Também temos que —izS”(py) = +2i\/z e zS(psy) = £22%% A

aproximagao (E.18) fornecd

1 27T(1/ZL') i:cS(p+)+ 1 27T(1/£L‘) xS (p-)

v s\ S o\ s
— 2x11/4 (ei%$3/2—i7r/4 + e—i%x3/2+iﬂ'/4> ’
1 2
= i cos (59&3/2 — %) , T — 00. (E.21)

Repare que os assintoticos (E.20) e (E.21)) s@o iguais as eqs. (7.79) e (7.80) (z — z). Na
verdade ([E.19)) é uma representacao integral da fungao e Airy.

SRepresenta a funcio de onda estacionaria na representado de momento da particula quantica num
potencial linear. O mesmo problema tratado na secao [7.6) - funcgao de Airy.
SLembre-se que (£i) = e*i/2,
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E.3 Teorema de Wick

Esta segdo ¢ um extra para o uso da eq. (E.6) e ndo possui aplica¢do nas notas. Temos

interesse na integral

A
Jo da"zy @, .. xy, e 2T
n

m

5 Az = A‘i, detA O, E.22
Jo, dam e~ 3%iAijT b 7 (E22)

< Ty Tiy « o - Tg, 0=

chamada de funcao m—pontoﬂ. Tanto o numerador quanto o denominador podem ser

calculados via (E.3)), por exemplo, para m = 2

1 1 1 0? 1
< Tjy Ty >0= n/2 dx" Ly Ly € 2T = n/2 d"pe” 2T
(2m) / " (2m) / c%mab“ n oo
vdet A Vdet A b=0
2 n/2
(9 1 0 (2m) e 30i;bib; _ 9 (A- .b.e%Aijbibj>
@m)"™2 b, 0b;, \ / L Ob, \TM L
Py 19 UVqq det A pa i g
1A . .b.p. 1A . bp.
- (Ain‘zezA”beJ + AhjbjAmlbleZA”ble) = Ai1i2'
b=0

No fim precisamos da inversa das componentes da matriz inversa de A. Também repare

que < z;, >=< X, Ti,Tiy >= ... = 0 por paridade. Qualquer func¢do de n-pontos (n-par)

¢ uma combinacao de funcoes de 2-pontos. Derivando mais duas vezes a ultima expressao

é facil perceber que:

1 ot 1
< Zj1 LigTiaLi, 0= ar — 3 Aimimjtbiws s E.23
Tttt 20Z 0 9, Obi, Oy, O, ( /R ve s (E:23)

Vdet A 0

b=0
- AimAisu + A7l1i3Ai2i4 + A1’11'4Ai2i3‘

(E.24)
A generalizac¢ao para a fungao de m-pontos (m par) é imediata,
1 om 1
< Ty Tiy - - Ty, >0= d" e 2 AT hii ,
2 im0 (2m)"/? (%Zm e (%mf)bzl (/]Rn oL
vdet A b=0
— S AN, - Di, iy (E.25)
combinagbes de k

"Muito importante na fisica estatistica - é o valor médio do produto x;, ...z;, no peso gaussiano. A
eq. garante que os resultados derivados aqui funcionam se no fim troca-se x; — +/—ix;, ou seja,
tudo ainda funciona com um “i” na exponencial - integrais importantes na mecanica quintica (e teoria
de campo).



o famoso teorema de Wick. Um exemplo ilustrativo é o célculo da integral

00 00 1
]4 = / dl’l/ dl’g ZL’?(L’Q exp [—5 (CL’% + ZL’% + fIleL'Q) s

uma funcao de 4-pontos. O primeiro passo € identificar a matriz A,

1 1/2
A= / ,
1/2 1
que possui det A = 3/4 e inversa
4/3 =2/3
N
—2/3  4/3

Via (£23) ¢ (E20)

2
I, = \/(de% (A1 A1 + A1 Ags + AjpAyy) =3 3/

144
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